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blema que consiste en seleccionar, del conjunto de todas las funciones suficientemente
derivables que satisfacen las condiciones de frontera, aquella que reduzca al minimo de-
terminada integral. Después, el tamafio del conjunto de funciones factibles se disminuye,
obteniéndose asf una aproximacién a la solucién al problema de minimizacién ¥, en con-

Iucién al problema lineal con valor en frontera de dos puntos, a partir del andlisis de} es-
fuerzo de una viga. Este problema con valor en frontera se describe mediante la ecnacién
diferencial

—*;f; (p(x) %) + @y =fx), pra0=x=x1, 12y

con las condiciones de frontera

0) = y(1) = 0, ERE ¢ § B )

Esta ecuacitn diferencial describe la deflexién ¥(x) de la viga de longifidd 1, que tiene una
seccién transversal variable que est4 representada por g(x). Ja deflexién se debe a los es-
fuerzos agregados p (x) y ().
En el andlisis que sigue, supondremos que p € C1[0, 1] yque g, fe C[0, 1]. M4s aun,
supondremos que existe una constante § > 0 tal que :
P(x) = 5, tal que g(x) = 0, para cadaxen [0, 1].

Las suposiciones anteriores son suficientes para garantizar que el problema con valor en
frontera de (11.22) ¥ (11.23) tiene una solucién tinica (véase [BSWT).

Como en el caso de los problemas con valor en frontera que describen fenémenos fi-
sicos, la solucién a la ecuacién de la viga satisface la propiedad variacional. En e] caso de

caracterizacién.

Seape C'[0, 1), ¢, fe €O, 1], y
P Z8>0, g(x)= 0, praf0=x=x<1.
La funcién y € C3[0, 1] es la solucién tnica de la ecuacién diferencial

*ﬁ.l; (p(x) %) t ey =fx), pmad=x=x1, (11.23)

81y s6lo si y es la funcién tinica en C30, 1] que reduce al minimo la integral

1u] = }: PO @R + g - Y (Dux)} dx. (11.24)
%

Los detalles de esta demostracién aparecen en [Shul, pdginas 88-89]. La demostracién
consta de tres pasos. Primero se demuestra que cualquier soluci6n y de (11.24) satisface
tambien la ecuacién
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[} Aorutarax = [ 53 % 09 % 0) + geopucaas, (11.25)

para cada u € C3[0, 1]. : : ;

En el segundo paso se muestra que y € C3[0, 1] es una solucién de (11.25) siy sélo
si (11.26) se cumple para cada u € C3[0, 1].

En el dltimo paso se demuestra que (11.26) tiene una tnica solucién, la que ademds
serd solucién de (11.25) y de (11.24), de modo que las soluciones de (11.24) y (11.25) son
idénticas.

Reduciendo al minimo la integral, el método de Rayleigh-Ritz aproxima la solucién

. ¥, no sobre todas las funciones en C3(0, 1], sino sobre un conjunto més pequefio de las que
contienen combinaciones lineales de ciertas funciones bésicas o by, . . ., b, Las funcio-
nes bésicas son linealmente independientes y satisfacen

¢i(0) b d’,‘(l) =0, paracadai=1,2,...,n

Después de encontrar las constantes ¢,, ¢,, . . ., ¢, que reducen al mfnimo / (Z, il se
obtiene una aproximacién ¢(x) = Z;;l ¢;6(x) a la solucién y(x) de la ecnacién (11.24).

Conforme a la ecuacién (11.25),

i=]

fi¢] =1 [i c,d>,-] . : (11.26)

< 2 A 2 n
= fol {p(x) [Zl c,-¢;(x)] + g(x) {Zl c‘-¢i(x)] ~ 2100 Zx c,.d),.(x)} dx,

y cuando se considera / como una funcién de ¢,, c,, . . ., ¢, para que ocurra un mfnimo es
necesario tener

L o0 pakahdnt = A0 (11.27)
Bcj .

Al derivar (11.26) se obtiene

-% - fol {zp(x) Zl ci1(x) () + 29(x) 21 b x) — 2ﬂx)¢}(x)} dx,
J = ™

y al sustituir en la ecuacién (11.27) se obtiene
0= [ fo | PSS + D) dx] 6 - fo 09 dx, (11.28)

paratodaj=1,2,..., n.
Las ecuaciones descritas en la ecuacién 11.28 dan como resultado un sistema lineal
den X n, Ac = b en las variables c,, c,, . . ., c,, donde la matriz simétrica A est4 dada por

4= [ BWHOS + db b ds
0



Figura 114

11.5  El método de Rayleigh-Ritz 675

y b se define por medio de

1
b= [ foe) dx.

La eleccién més elemental de las funciones bésicas requiere la intervencién de poli-
nomios lineales seccionados. El primer paso consiste en formar una particién de [0, 1] al
escoger los puntos x,, X, . . ., X, ,; con

0=x0<xl<---<xn<xn+l=l.

Al utilizar b; = x;,, = x; paratodai = 0, 1, ..., n, definimos las funciones bésicas ¢,(x),
¢y(x), . . ., ¢,(x) mediante

r

0, si0dsx=x,_,,
72—1—— -2y six. ;<x=x,
$ =y (11.29)
—h-i(x,ﬂ— x), six, <x=x,,,
0, six,, <x=1l,

paratodai=1,2,..., n (Véase la Fig. 11.4.)

&) 4
1+ . &
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Xj-y Xp Xy

ot
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Las funciones ¢, son lineales y seccionadas; por ello, aunque las derivadas ¢ no son
continuas, son constantes en el subintervalo abierto (x;, x;,,) paratodaj =0, 1,...,n. Por
tanto, tenemos

0, $i0 <x<x.y,
—;ll—-, six_ <x<x,
¢:,(x) =< I-il (1130)
gt 81 x; <X <Xy
i
\0’ si xi+1 <x< 1)

paratodai=1,2,...,n.
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Como ¢, y ¢; son distintos de cero s6lo en O s X s
bx) $)=0 y ${®) ¢jx) =0,

excepto cuando jes i — 1,1, 0 i + 1. En consecuencia, el sistema lineal dado por (11.29)
se reduce a un sistema lineal tridiagonal de n X n. Los elementos distintos de cero de A
son

1 ,
ay = fo {P(x)[fb;(x)]z + q(x)[dzf(x)]?} dx

=]

\

2 rx; 2 1y
2 (—i{:l::) f . x—x? qlx) dx + (7%:) 1 g (%p4y — %)? g(x) dx,

[0 poydx+ (—";}-)2 I p() dx

Xt

X
s { ]

paratodai=1,2,...,nm;

1
By = [ POHEF 1) + 2B Dby} d

2 z’*“ 2 rxisy
"(71‘) L POR) a4 (7,1“) f (g — X = x)q(x) dx,

paratodai=1,2,...,n-1;y
1
Gymr = [ POH@E 1) + a0, (9.} d
1 2 rx 1 2
= m()-‘:) L p@x) dx + (Z) L - (% = x)(x = x;. )g(x) dx,
para cadai = 1,2, ..., n Las entradas en b son

1 1 X ’ 1 %+
b= [ feewas =5 [ @oxpfe e+ [ (- 000

paratodai=1,2,..., n
Hay seis tipos de integrales a evaluar:

1\2 =it ; i
Q= (7‘-) f (Xj41 = %) (x-x)gq(x) dx, paracadai=1,2,...,n~1,
X

1\ :
Q,;= (-h—‘:-) LH (x-x;,_,)? q(x)dx, paracadai=1,2,...,n,

1\2 o+t 1
Q= (‘,—;) f (6,4, =% q(x) dx, paracadai=1,2,...,n,
i “



11.5 £l método 'de Rayleigh-Ritz . 677

2 Xy
Q4_,=(;-1-——)f px)dr, paracadai=1,2,...,n+1,
i1 Xy
1 u
O =5—[ G-5_)f0)de paracadai=12, .. o
f=~1 “Xjwy
y

Ki}
Qs,iz'i,l“_ (X1 = %) fx) dx, paracadai = 1,2,..., n.

Xt

-

La matriz A y el vector b del sistema lineal Ac = b contienen los elementos

4= Q4,i * Q4,1+1 + Qz',‘ + Q3),', paracadai= 12, .. o n,
84y = —Q‘U+1 + Qu_ paracadai=1,2,...,n~1,
TR ¢ T Q- paracadai=2,3,... n,

y

b= Qs;+ Qq; paracadai=1,2,..., n.

Los elementos de ¢ son los coeficientes desconocidos Cys €y - -+, C,, & partir de los cuales
se construye la aproximacién de Rayleigh-Ritz ¢, dada por ¢(x) = Z c(x).
=1

Una dificultad practica de este método es la necesidad de evaluar las 6n integrales.
Pueden evaluarse directamente o mediante una férmula de cuadratura, como el - método de
Simpson. Un método alternativo para la evaluacién de la integral consiste en aproximar las
funciones p, gy f con su polinomio interpolante lineal seccionado, ¢ integrar luego la apro-
ximacién. Supongamos, por ejemplo, la integral Q, ;. La interpolacién lineal segmentaria
de g es »

n+1

P (x) = Zo 9 b ),
donde ¢,, . . ., ¢, se definen en (11.30)y

X —x . X =X, .
, si0sx=syx. i si x,sx=s1
¢0(x) 5 %1 y ¢"+1(x) ) L Xn
0, en otra parte 0, en otra parte.

Dado que ¢l intervalo de integraci6n es x x,041 Pq(x) se reduce a

Px) = q(x)b(x) + g0x;y ) b1y (%).

Este es el polinomio interpolante de primer grado que estudiamos en la secci6n 3.1. De
acuerdo con el teorema 3.3,

o) — P,)| = O(h?), parax,=x= Fints
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sige C?¥x, x,,,]. Paratodai=1,2,...,n— 1, la aproximacién a Q, ; se obtiene al in-
tegrar la aproximacién al integrando

2 (X4
0= (7,1";) L X4y = X) (x = x)g(x) dx

2 (Xiet q(x,-)(x,- — x) q(x" )(x e x)
= (_}%-) f (g = %) x —-x,.){ h:l R Lo - ;

i X i

h;
=17 [96) + a(xiy))-

Mis adn, si g € C?[x,, x;,,], entonces

h,
‘Ql,i - l_é.[q(xl) + Q(XH.;)] - O(h?)

Las aproximaciones a las otras integrales se derivan de manera parecida y estdn dadas por

hy_ ; hy
0,;~ 13" 3aCx) + ax,_p), 0y~ T5134(x) + qlei.),

1

e k‘._
Qpi ™ *{L[p(xi) + pOi_pl Oy~ —6—’[2j(x,,,) + fo_ b

h;
Qe = ¢ 12fx) + flxiy )]

En el algoritmo 11.5 se establece el sistema lineal tridiagonal, y se incorpora el algoritmo
6.7 de factorizacién de Crout para resolver el sistema. Las integrales Q, ;, . . ., O, pueden
calcularse mediante uno de los métodos antes mencionados.

Método lineal segmentario de Rayleigh-Ritz

Para aproximar la soluci6n al problema con valor en frontera

d
2 (0 D) + qooy =0, 0=3=1 YO =xD=0,
con la funcién lineal segmentaria

) = D ¢ (x):

fw=]

ENTRADA enteron = 1;puntos xp = 0 <x, <. - <x, <x,,; =L

SALIDA coeficientes ¢, .. ., C,p

Paso1 Parai=0,...,n,tomeh =X, ~ X



