Elementos finitos aplicados.
Prefacio

El método de los elementos finitos es un procedimiento ampliamente aceptado para la solucién
numeérica de las ecuaciones diferenciales de la ingenieria y de la fisica y es la base de calculo de los
muchos sistemas de diseno asistido por ordenador. La ensefianza de los fundamentos del método
de los elementos finitos se esta convirtiendo rdpidamente en una necesidad en los planes de
estudio que resuelven problemas en las areas generales de analisis estructural, mecdnica de
medios continuos, transferencia de calor y el flujo de fluido.

Este es un libro de texto introductorio que cubre los conceptos basicos del método de elementos
finitos y su aplicacidn al andlisis de estructuras planas y problemas bidimensionales continuos en
la transferencia de calor, el flujo de fluido irrotacional, y la elasticidad. Los temas pueden ser
manejados por estudiantes avanzados de postgrado de alto nivel y principiantes y se les ha
ensefiado en un curso en este nivel durante 10 afios. Ninglin conocimiento de analisis estructural
o el método de elementos finitos se necesita.

Las principales diferencias entre este libro y la primera edicién es la organizacion, la inclusion de
cinco nuevos capitulos que introducen el andlisis de estructuras planas, un aumento en el nimero
de problemas de tarea, y el uso del método de Galerkin en conjuncidn con la solucidn de los
problemas de campo.

La organizacion del material es Unico y hace que el libro sea mas util como herramienta de
ensefianza. El libro consta de cuatro partes: conceptos basicos, los problemas de campo,
problemas mecdnicos y estructurales sélidos y elementos lineales y cuadraticos. Los conceptos
basicos abarcan seis capitulos y contienen la informacidn necesaria para estudiar problemas de
campo y / o aplicaciones de mecanica estructural y sélida. Una vez que los conceptos basicos se
han completado, o bien la segunda parte, los problemas de campo, o la tercera parte, la mecanica
estructural y sdlido, se pueden estudiar. Estas dos secciones del libro son independientes, los
estudiantes pueden estudiar cualquiera de las partes o capitulos de ambas partes dependerad de
sus intereses. La cuarta parte, los elementos lineales y cuadraticos, cubre los procedimientos
generales para el desarrollo de las funciones de forma de elementos y numéricamente la
integracidn de las matrices de los elementos. Esta parte puede ser cubierta después de algunas de
las aplicaciones sobre el continuo se hayan completado.

La organizacion del libro ofrece al instructor por lo menos tres opciones de ensefanza diferentes:
(1) un curso general de elementos finitos con temas seleccionados de campo y aplicaciones de
mecanica de sdlidos, (2) un curso haciendo hincapié en la solucion de los problemas de campo, o
(3) un curso haciendo hincapié en la solucién de los problemas de mecéanica de sélidos. El autor
enseiia el primer tipo de curso y abarca los capitulos 1 a 11, 17, 18, 23, y 24 en aproximadamente
40 conferencias.



Los capitulos que introducen el analisis de las estructuras planas estan incluidos para los
estudiantes de ingenieria agricola y mecdanica que necesitan una introduccién al andlisis matricial
de estructuras, pero que no tienen tiempo para tomar varios cursos de ingenieria civil para
obtener el material. El método de desplazamiento de andlisis estructural basado en el principio de
la energia potencial minima se presenta. Esta formulacion es coherente con el andlisis de
elementos finitos de problemas de elasticidad. El Método de Galerkin se ha utilizado para resolver
los problemas de campo, ya que es un enfoque que es mads facilmente aceptado por las personas
mayores y empiezan estudiantes de posgrado. Estos estudiantes no han tenido ningun calculo
variacional, por lo que el concepto de un funcional suele ser bastante misterioso para ellos.
Método de Galerkin, ofrece dos ventajas principales. La inclusidon de derivadas en las condiciones
de contorno es un procedimiento sencillo, y el estudiante encontrara que él o ella a estudiado un
método que se puede utilizar para formular las ecuaciones diferenciales con un término con
primera derivada. La desventaja del método de Galerkin es el surgimiento de los requisitos inter-
elementos, que nunca se utilizan y son un poco dificil de explicar. Cabe sefalar, sin embargo, que
los requisitos inter—elementos también ocurren en la formulacién variacional cuando se aplican
correctamente. El método variacional no se presenta correctamente en la mayoria de los libros de
los elementos finitos.

El nimero de problemas de la tarea se ha aumentado a mas de 300 con la mayoria de los capitulos
que tienen al menos 10 y muchos mas de 15 . Los problemas son una mezcla de cdlculo numérico,
deducciones analiticas, o la evaluacién de integrales importantes y problemas que requieren una
solucién de computadora. Un manual de solucién completo esta disponible en el editor.

El método de los elementos finitos debe ser implementado en una computadora digital; de aqui
que, cuatro programas de computacidon han sido incluidos. Estos programas estan escritos
especificamente para el usuario principiante y contienen pruebas de diagndstico para detectar los
errores cometidos por los usuarios primerizos. Estos controles son muy eficientes y eliminar la
mayor parte del contacto estudiante-instructor en relacidn con la busqueda de errores en los
datos de entrada.

Me gustaria dar las gracias a los muchos estudiantes en MMM809 que utilizaron las paginas
manuscritas originales de este libro, asi como varias versiones mecanografiadas. Sus preguntas y
sugerencias fueron una contribucion inestimable y han influido en la organizacién completa del
libro, asi como determinados parrafos en el texto. También me gustaria dar las gracias a mi esposa
Donna por su paciencia durante la escritura de este guidon manuscrito.

Larry J. Segerlind

East Lansing, Michigan
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PRIMERA PARTE

CONCEPTOS BASICOS

En los primeros seis capitulos se abordan los conceptos basicos para todas las aplicaciones del método de los
elementos finitos. En estos capitulos se deben cubrir antes de ir a los capitulos de aplicacion.



Capitulo 1
INTRODUCCION

El método de elementos finitos es un procedimiento numérico para la obtencién de soluciones
para muchos de los problemas encontrados en el analisis de ingenieria. Tiene dos subdivisiones
principales. El primero utiliza elementos discretos para obtener los desplazamientos y las fuerzas
de conjuntos de miembro de un marco estructural. El segundo utiliza los elementos continuos
para obtener soluciones aproximadas a la transferencia de calor, mecanica de fluidos, y los
problemas de mecanica de sdlidos. La formulacion utilizando los elementos discretos que se
conoce como la "matriz de andlisis de estructuras" y produce resultados idénticos con el analisis
clasico de los marcos estructurales. El segundo enfoque es el verdadero método de los elementos
finitos. Se produce valores aproximados de los parametros deseados en puntos especificos
llamados nodos. Un programa informatico general de elemento finito, sin embargo, es capaz de
resolver los dos tipos de problemas y el nombre de "método de los elementos finitos" se utiliza a
menudo para referirse tanto a la parte diferenciada y las formulaciones de elementos continuos.

El método de los elementos finitos combina varios conceptos matematicos para producir un
sistema de ecuaciones lineales o no lineales. El nimero de ecuaciones es generalmente muy
grandes, de 20 a 20.000 o mas, y requiere la potencia de calculo de un ordenador digital. El
método tiene poco valor practico si un computador no se encuentra disponible.

Es imposible documentar el origen exacto del método de elemento finito porque los conceptos
basicos han evolucionado durante un periodo de 150 afios o mas. El método tal como la
conocemos hoy en dia es el resultado de varios articulos publicados en la década de 1950 que
ampliaron el andlisis de la matriz de las estructuras a los cuerpos continuos. La exploracion
espacial de la década de 1960 proporciond fondos para la investigacién basica, que puso el
método sobre una firme base matematica y estimulé el desarrollo de programas informaticos de
propdsito multiple que implementd el método. El disefio de aviones, misiles, cdpsulas espaciales,
y similares, proporcionaron las areas de aplicacion.

Aunque el origen del método es impreciso, sus ventajas son evidentes. El método se aplica
facilmente a la forma irregular objetos compuestos de varios materiales diferentes y pueden
tenerse condiciones mixtas de contorno. Es aplicable a problemas de estado estacionario y
dependiente del tiempo, asi como problemas relacionados con las propiedades no lineales de
materiales. Programas generales de computacién que son independiente del usuario puede ser, y
han sido desarrollados. Programas que asisten al usuario y que generan una red de un nimero
limitado de puntos que definen la forma estan disponibles, asi como programas que analizan los
resultados y los muestran en forma grafica estan en estudio.

El método de los elementos finitos es la base de calculo de los muchos programas de disefo
asistido por ordenador. El aumento del uso de disefo asistido por ordenador hace que sea
imperativo que el ingeniero practicante deba tener un conocimiento de cdmo funciona el método
de elementos finitos.

1.1 Solucidn de problemas de contorno

La mejor manera de resolver cualquier problema fisico gobernado por una ecuacién diferencial
es obtener la soluciéon analitica. Hay muchas situaciones, sin embargo, donde la soluciéon analitica



es dificil de obtener. La regién en cuestiéon puede ser tan irregular que es matematicamente
imposible describir la frontera. La configuracién puede estar compuesta de varios materiales
diferentes, cuyas regiones son dificiles de describir matematicamente. Los problemas que
involucran materiales anisotrépicos son por lo general dificiles de resolver analiticamente, como
lo son las ecuaciones que tienen términos no lineales.

Un método numérico se puede utilizar para obtener una solucién aproximada en la que una
solucién analitica no puede desarrollarse. Todas las soluciones numéricas producen valores en
puntos discretos para un conjunto de los pardmetros independientes. El procedimiento de
soluciéon completa se repite cada vez que estos parametros cambian. Las soluciones numéricas, sin
embargo, son mas deseables que ninguna solucién en absoluto. Los valores calculados
proporcionan informacién importante sobre el proceso fisico a pesar de que estan en puntos
discretos.

Existen varios procedimientos para la obtencidn de una solucién numérica de una ecuaciéon
diferencial. Los métodos se pueden dividir en tres grupos basicos: (1) el método de diferencia
finita, (2) el método variacional, y (3) los métodos con un peso residual. Estos métodos se
describen brevemente en los siguientes parrafos.

Método de Diferencias Finitas

El método de las diferencias finitas aproxima las derivadas en la ecuacidn diferencial que
gobierna usando ecuaciones en diferencias. Este método es util para resolver problemas de
transferencia de calor y de mecanica de fluidos y funciona bien para las regiones de dos
dimensiones con limites paralelos a los ejes de coordenadas. El método, sin embargo, es bastante
incémodo cuando las regiones tienen fronteras curvas o irregulares, y es dificil escribir programas
de ordenador generales para el método.

Método variacional: El enfoque variacional implica la integral de una funcién que produce un
numero. Cada nueva funcidon genera un nimero nuevo. La funcién que produce el nimero mas
bajo tiene la propiedad adicional de que satisface una ecuacién diferencial especifico. Para ayudar
a aclarar este concepto, considere la integral

M D d 2
n=J > hd —Qy |dx (1.1)



El valor numérico de Il se puede calcular dando una ecuacion especifica y = f (x). El calculo de
variaciones muestra, sin embargo, que la ecuacién particular y = g (x), que produce el menor valor
numérico de I, es la solucién de la ecuacion diferencial

dzy

D 5+Q=0 (1.2)

Con las condiciones de contorno (frontera) HO)=y, and y(H)=yy.

El proceso puede ser invertido. Dada una ecuacién diferencial, una soluciéon aproximada se puede
conseguir mediante la sustitucion de diferentes funciones de prueba en el funcional aproximado.
La funcién de ensayo que da el valor minimo de Il es la solucién aproximada..

El método variacional es la base para muchas formulaciones de elementos finitos, pero tiene una
gran desventaja: no es aplicable a cualquier ecuacidn diferencial con - contengan un término con
primera derivada.

Métodos de los residuos Ponderados

Los métodos residuales ponderados también implican una integral. En estos métodos, una
solucidn aproximada se sustituye en la ecuacién diferencial. Puesto que la solucién aproximada
no satisface la ecuacion, se obtiene un término residual o error. Supdngase que y = h {x) es una
solucidn aproximada para (1,2). Sustitucion da

h
“'_Ex_‘;‘ff +O=R(X)#0 (1.3)

Ya que y = h {x) no satisface la eciiacién 1 os métodns de residiins nonderados reatiieren que

H
'[ Wix)R(x)dx=0 _ (1.4)
0

El residuo R (x) se multiplica por una funcién de ponderacién Wilx) y la integral del producto es
necesario que sea cero. El nimero de funciones de ponderacidon es igual al nimero de
coeficientes desconocidos en la solucidn aproximada. Hay varias opciones para las funciones de
ponderacién, y a algunas de las opciones mas populares se les han asignado nombres.



Método de Colocacion.

Se seleccionan las funciones de impulso W{IJ_E{I_ X'l’l como las funciones de
ponderacién. Esta seleccién es equivalente a exigir que el residuo se anule en puntos especificos.
El nimero de puntos seleccionados es igual al nimero de coeficientes indeterminados en la
solucidn aproximada.

Método del Subdominio . Cada funcidn de ponderacidn se selecciona como la unidad,

d }= 1, sobre una region especifica. Esto es equivalente a exigir que la integral del residuo se
anule en un intervalo de la region. El nimero de intervalos de integracion es igual al nimero de
coeficientes indeterminados en la solucién aproximada.

Método de Galerkin. Método de Galerkin utiliza las mismas funciones para Wilx) gue se usaron
en la ecuacion de aproximacion. Este enfoque es la base del método de los elementos finitos para
problemas que implican términos con derivadas de primer orden. Este método produce el mismo
resultado que el método variacional cuando se aplica a ecuaciones diferenciales que son auto-
adjuntas. Método de Galerkin se utiliza para desarrollar las ecuaciones de elementos finitos para
los problemas de campo discutidas en este libro.

Método de minimos cuadrados. El método de minimos cuadrados utiliza el residuo como la
funcién de ponderacién y obtiene un nuevo término de error definido por

Er= I [R(x)]* dx (1.5)
0

Este error es minimizada con respecto a los coeficientes desconocidos en la solucion aproximada.
El método de minimos cuadrados se ha utilizado para formular soluciones de elementos finitos,
pero no es tan popular como método de Galerkin y el enfoque variacional.

El método variacional y los métodos ponderados residuales implican cada uno una integral. Estos
métodos pueden ser agrupados bajo el titulo de Fdrmulaciones integrales. Una solucién numérica
basada en una formulacién integral es un concepto nuevo para muchas personas, por lo tanto,
algunos de los métodos mas comunes se ilustran mediante la solucidn de un problema simple.

1,2 FORMULACIONES INTEGRAL DE SOLUCION NUMERICA

El objetivo inmediato es ilustrar como cada uno de los métodos integrales discutidos en la seccion
anterior se puede utilizar para obtener una solucién aproximada para un problema fisico. El
ejemplo es una viga simplemente apoyada sometida a momentos concentrados en cada extremo.
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La viga y su diagrama de momento de flexidon se muestran en la Figura 1,1. La ecuacidn diferencial
gue gobierna es

—— —M(x)=0 (1.6)

Con las condiciones de contorno

wW0)=0 and  pH)=0 (1.7)
M{: | ET , j Mﬂ'
(7/97,4 777
k H -
M(x) A
Miz)= MD

= X

Figure 1.1. A simply supported beam with concentrated end moments.

El coeficiente El representa la resistencia de la viga a la flexion y M (x) es la ecuacién de momento
de flexion. En este ejemplo, M (x) tiene el valor constante MO. Una solucién aproximada para la

deflexién del haz es

»(x)=4 sin % (1.8)

donde A es un coeficiente indeterminado. Esta solucién es un candidato aceptable porque
satisface las condiciones limites y (0) =y (H) = 0 y tiene una forma similar a la curva de deflexién
esperada. La solucidn exacta de la ecuacion diferencial es

MDI
yix)= ST (x—H) (1.9)
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1.2.1 Método variacional

La integral de la ecuacién diferencial (1,6) es

HEL [dy)?
n=L [?(&;) +M0y:|dx (1.10)

El valor de A que hace (1,8) la mejor aproximacion a la curva de deflexién es el valor que hace a I

un minimo. Para evaluar A, Tl debe ser escrito como una funcién de A y luego se reducen al

minimo con respecto a A. Observando que

dy_dn  mx

ix H H
we find that IT becomes

H 2
H=I I:E (ECOSE—I) +MgyA sin%]dx

o | 2\H T H
or
EIn?\ , (2MyH
n_(ﬁ)ff +(T)A‘ (1.11)

Minimizing IT yields

oIl Elxn* 2MyH
— =ﬂ
0A 2( 4H )A L
and
4MyH?
- 1.12
& n3El (1.12)
The approximate solution is
4MoH?*  nx
}'{X}— - -—WSIHT; {]]3}
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1.2.2 Método de Colocacion

El método de colocacion requiere que la ecuacion residual para la solucién aproximada sea cero
en tantos puntos como coeficientes indeterminados hay. El residuo se obtiene sustituyendo (1,8)
en (1,6). El resultado es

A 2
R(x]:—Efaﬁ;sin%r ~ M, (1.14)

Ya que

d’y  An*  mx
¥ H* "H

Sélo hay un coeficiente indeterminado, por lo tanto, R (x) se iguala a cero en un punto entre 0 y H.
Seleccionando x =H /2 para mayor comodidad, se obtiene

H An?
R(-):-Efisinf —M,=0

2 H? 2
M.H?
Y la solucidn aproximada es
oH?  mx
‘P[x]=— WSIHE [116]

Con un punto que no sea x = H / 2 seleccionado, una solucion aproximada diferente se habria sido
obtenido.

1.2.3 Método del Subdominio

J R(x)dx=0

coeficientes indeterminados hayan. El usuario puede elegir la longitud de cada subintervalo. En el

El método requiere que el subdominio sobre tantos subintervalos como

presente ejemplo sélo hay un coeficiente desconocido, por lo que el intervalo debe ser [ﬂ? H]'
La ecuacién es residual (1,14), por lo tanto

13



H H 2
An®  @mx
j R(X]dx=I [— EIFSIHF —Mg:’dx={]

0 0

Integrando resulta

2
_( EIE)A—MGH=U

H
ind
_ MH?
= 2nEl {(1.17)
La solucién aproximada es
MnHz nx
— in — 1.18)
Y= = S e " H {

1.2.4 Método de Galerkin.

| Wix)R(x) dx

Cuando se utiliza el método de Galerkin, se evalla usando las mismas

funciones para Wilx) gue se utilizaron en la solucién aproximada. En este ejemplo sélo hay una
Wi(x)=sin nx/H.

funcién de ponderacidn,

La ecuacion es residual (1,14) y la integral es

H 2
I sin-’;—x[-m%’%sin% —Mu]dx={]'
0

Integrando resulta

E.’?IIA +2M{}H_

0
2H n

Resolviendo para A:

14



_ AMoH?

A= 1.19
n’El (1.19)
Y la solucidn aproximada es
4M0HI . X
y[JC]: — WSIHE {]20}

Esta solucion es idéntica a la obtenida usando el método variacional.
1.2.5 Método de los minimos cuadrados.

Er=§ [R())

minimos cuadrados. La sustitucion en la ecuacion residual da

Un nuevo término de error, , se forma cuando se utiliza el método de los

H Ef!’[z _omx 2
Er= L [- _ﬁ:_*‘f SIHF—Mu:l dx

La integracidn da

Er=

A+MGH

AH (EIn*\! 4MyEIln
2 \ H? H

El error es minimizado con respecto a A resultando

- 0 (1.21)

—=AH H

dEr (Efn1)1+4MﬂEn:_
A B

Después de resolver para A, la solucién aproximada es

dMoH?: mx
g smﬁ (1.22)

)= —
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Figure 1.2. Percentage error for the five approximate solutions for the simply
supported beam.

y es idéntico a las soluciones obtenidas utilizando el método variacional y método de Galerkin de,
(1,13) y (1,20).

No es posible indicar qué método es el mas preciso. El error depende de la funcién de
aproximacioén y la ecuacién se resuelve. Porcentaje de error para las curvas de los diferentes
métodos se presentan en la Figura 1.2. Parece que la ecuacién (1,22) es mds precisa que
cualquiera de las ecuaciones (1,16) o (1,18). Sin embargo, es posible encontrar un punto de
colocacién que produce una deflexién maxima que esta de acuerdo con el valor exacto (véase el
problema 1,16). Los puntos de colocacion o subregiones seleccionadas afectar la precision de las

soluciones aproximadas.

El punto importante que se pueden obtener a partir de estos ejemplos es que la solucién numérica
de una ecuacién diferencial puede formularse en términos de una integral. La formulacidn integral
es una caracteristica basica del método de elemento finito.

1,3 FORMULACIONES energia potencial
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La solucion de los problemas de mecanica de sdlidos, que incluye la solucidon de problemas de
elasticidad en dos y tres dimensiones, asi como estructuras de placa y armazoén, puede ser
enfocado de varias maneras. El enfoque clasico es la formulacidn de la ecuacidén diferencial y la
obtencidn de la solucién analitica. Esto no funciona para muchos problemas a causa de las
dificultades en matematica que describe la geometria estructural y / o las condiciones de
contorno. Una alternativa popular para el enfoque clasico es un procedimiento numérico basado
en un principio que dice que los desplazamientos en la posicién de equilibrio se producen de tal
manera que la energia potencial de un sistema estable es un valor minimo.

Un término que contribuye a la energia potencial es la energia de deformacidn. Esta es la energia
almacenada durante el proceso de deformacidn. La energia de deformacién es una integral de
volumen que utiliza productos de la tensién y los componentes de deformacion. Por ejemplo, la
energia de deformacién en un miembro de la fuerza axial es

-""l-:j ﬂ'xxaxxdy (1.23)
¥

Se dird mds sobre el principio de minima energia potencial y la energia de deformacién en
capitulos posteriores. El concepto importante tener en cuenta ahora es que el andlisis de los
problemas de mecanica estructural y sélido combina la energia de deformacién integral con un
proceso de minimizacion. Computacionalmente, el andlisis de una estructura de armazén o placa
parece muy similar a los enfoques variacionales y Galerkin de la seccién anterior. La similitud
deberia ser evidente en el momento en que el lector ha terminado este libro.

1.4 EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos es un procedimiento numérico para resolver problemas fisicos
regidos por una ecuacion diferencial o un teorema de energia. Tiene dos caracteristicas que lo
distinguen de otros procedimientos numéricos:

1. El método utiliza una formulacidn integral para generar un sistema de ecuaciones algebraicas.

2. El método utiliza funciones suaves a trozos continuos para aproximar la cantidad desconocida o
cantidades.

La segunda caracteristica que distingue el método de elemento finito de otros procedimientos
numéricos que utilizan una formulacidn integral. Recordemos la solucién aproximada utilizado en

y=Asinnx/H.

la seccidon anterior, . Esta funcion es continua y tiene un numero infinito de
derivadas continuas. El método de elementos finitos utiliza no solamente una funcién continua,
sino una funcién con suficiente continuidad en los derivadas para permitir evaluar las integrales.
Para una formulacién integral tal como el método variacional (1.10), no se requiere continuidad en

la primera derivada. La integral se puede evaluar cuando la primera derivada es continua por
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partes. Una ecuacién compuesta de varios segmentos lineales se puede utilizar como la ecuacién
de aproximacion.

Un modelo de elementos finitos para el problema de desviacidn del haz considerado en la seccidn
anterior puede aparecer como se muestra en la figura 1,3. Podria consistir en varios segmentos
lineales definidas en términos de los valores nodales, como se muestra en la figura 1.3a.

f
(£ N

Z

-
¥
"y

257
[ A
. &
® N
| W]

Discontinuous
|
slope (b)

Figure 1.3. (a) A linear finite element model. (b) A quadratic finite element model.

El intervalo entre cada nodo seria considerado como un elemento, y la desviacion se aproxima por
segmentos de linea recta. Una grilla alternativa podria consistir de tres elementos cada uno
definido por tres puntos de nodo, como se muestra en la Figura 1,36. En este caso, una ecuacion
de segundo grado se define a través de cada conjunto de tres puntos. En cualquier caso, las

ecuaciones y = f {x) o y g (x) no tendria una derivada continua primero entre cualquier par de
elementos adyacentes.

Funciones sin términos con primera derivada continua también se puede utilizar en el método de

i Z
Galerkin. El segundo término derivado, d*y/dx’, se modifica utilizando integracién por partes.
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El método de elementos finitos puede subdividirse en cinco pasos basicos. Estos pasos estan
listados aqui, y se ilustra en los siguientes dos capitulos.

1. Discretice la regién. Esto incluye la localizacién y la numeracién de los puntos nodos, asi como
especificar sus valores de coordenadas.

2. Especifique la ecuacién de aproximacién. El orden de la aproximacion lineal o cuadratica,
deberan especificarse y las ecuaciones deben ser escritas en términos de los valores nodales
desconocidas. Una ecuacion debe ser escrita para cada elemento.

3. Desarrollar el sistema de ecuaciones. Al utilizar el método de Galerkin, la funcion de
ponderacién de cada valor desconocido nodal se define como la integral residual ponderada se
evalua. Esto genera una ecuacién para cada valor desconocido nodal. En la formulacién de la
energia potencial, la energia potencial del sistema se escribe en términos de los desplazamientos
nodales y luego se reduce al minimo. Esto da una ecuacidn para cada uno de los desplazamientos
desconocidos.

4. Resuelve el sistema de ecuaciones.

5. Calcular las cantidades de interés. Estas cantidades estdn por lo general relacionadas con la
derivada del pardmetro e incluye las componentes de la tensién y el flujo de calor y la velocidad
del fluido.

1.5 OBJETIVO Y ORGANIZACION

El objetivo de este libro es proporcionar una introduccion bdsica para el método de elemento
finito, que se utiliza para obtener soluciones para la transferencia de calor, el flujo irrotacional y
problemas de elasticidad, y el analisis de dos dimensiones marcos estructurales. Este libro no es
un libro de texto sobre el método de los elementos finitos. Usted debe, sin embargo, ser capaz de
leer y entender los libros mds avanzados y la documentacién técnica una vez que el material de
este libro se ha completado.

Este libro de texto contiene muchos problemas de ejemplo y problemas de tarea. La organizacion
del material ha evolucionado a lo largo de varios afios de ensefiar el material a seniors y
estudiantes de posgrado. El libro estd dividido en cuatro partes: conceptos basicos, los problemas
estructurales del campo, y los problemas de mecanica de sélidos y elementos integrados
numéricamente. Una vez que los conceptos basicos han sido cubiertos, el lector puede acudir a
cualquiera de los dos el grupo de capitulos que abarcan los problemas de campo o capitulos de los
que discuten los problemas de mecdanica estructural y sélida. Estas dos partes del libro son
independientes. Los elementos integrados numéricamente pueden ser estudiados después de que
se estudie uno de los problemas de campo o de la mecanica. Inicialmente se hace énfasis en los
elementos lineales porque las matrices de estos elementos pueden ser evaluados utilizando una
calculadora de mano. Los elementos integrados numéricamente deben estar sujetos solamente
después de que los elementos lineales se entienden completamente.
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Un buen conocimiento de las matematicas de pregrado, incluyendo un poco de dlgebra lineal, es
todo lo que se necesita para manejar el material en las tres primeras partes. Se supone que el
lector tiene un conocimiento de fondo en algunas de las dreas de aplicacién. Un conocimiento
limitado del calculo avanzado es necesario para entender los elementos de la integracion
numeérica.

Un comentario sobre la notacién matricial es utilizada en este libro aparece en el Apéndice I.
PROBLEMAS

1.1-1.5 Obtener una ecuacidn aproximada para el desplazamiento viga simplemente apoyada de
longitud H y seccion de propiedad El mostrada en la Figura P1.1. Suponga que la ecuacién de

=Asinnx/H.

prueba del desplazamiento tiene por ecuacion nx) . Compare la deflexion en el

| y=—SWH*/384EL.

centro con el valor tedric . La ecuacién diferencial que gobierna es

d*y  Wx(H-x)
Erdxz_ 2 =0
w

EEEEEEEERRE
7 NEI D

ke H -

_ Wx(H=-x)

M(x) M{I}—*'j—

S X
Figure P1.1

1.1 Evaluate 4 by minimizing the integral

o (L) 2o

1.2 Evaluar A exigiendo que el residuo se anule en(a)x=H /3,y (b)x=H/ 2.
1.3 Evaluar A utilizando el método de subdominio.
1.4 Evaluar A utilizando el método de Galerkin.

1.5 Evaluar A utilizando el método de minimos cuadrados.
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1.6-1.9 Obtener una ecuacién desplazamiento aproximado para la viga simplemente apoyada

muestra en la Figura P1.6 utilizando la solucién de prueba Hx)=Asinnx/H.
—0.06415M , HY/EL.

. Compare la

deflexidn en el centro y con el valor tedrico y = . La ecuacion diferencial

que gobierna es

dz_]—' M.;,x
e~ =

0

Figure P1.6

1.6 Calcule A minimizando la integral

HYEI(dy\* Myx
MN=| |={%) MoX
L[E(dx |

1.7 Evaluar A exigiendo que el residuo se anule en (a) x=H /2,y (b) x=0.577 H.
1.8 Evaluar A utilizando el método de subdominio.
1.9 Evaluar A utilizando el método de Galerkin.

1.10-1.13 Obtener una ecuacion desplazamiento aproximado para la viga simplemente apoyada

yix)=Asinnx/H.

muestra en la Figura P1.10 utilizando la solucidon de prueba . Compare la
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PH?3/48EI

deflexion en el centro y con el valor tedrico y = . La ecuacién diferencial que

d’y Px H
L 2=0 O<x<—
Efdxz 3 X R
d*y P H
El— — —(H—x)=0 —=x=H
dx? 2[ ) 2
P
¥ El
e x
-:—gég
- H =
_P
Mix) Mix) = i Mix)= gtH —x)

Figure P1.10

gobierna es
1,10 Evaluar A reduciendo al minimo las integrales

HEI{dy\? HiZ pxy I" P
H=L T(ﬁ) dx-}-L de+ ME[H x)ydx

1.11 Evaluar A exigiendo que el residuo se anule enx=H/ 2.

1.12 Evaluar A utilizando el método de subdominio.

1.13 Determinar el punto de colocacion para los que A es igual a la deflexion en el centro de la
A=—PH?*/48EL

viga, es decir,

1.14 Obtener una ecuacidn aproximada para el desplazamiento viga simplemente apoyada de la
figura 1.1 usando la ecuacion

3
Mx)=A sin L—x + B sin —E—x
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en conjunto con el método variacional. Pista: IT debe ser minimizado con respectoa Ay B.

1.15 Rehaga el problema 1.14 requiriendo que el residuo se anulan en x =H / 4 y x=H/2. Deben
usarse ambos puntos porque hay dos coeficientes desconocidos Ay B.

1.16 Determinar los puntos de colocacion x / H para la viga en la Figura 1.1 que produce

= —M.)HZ,."SEI = A sinmx/H.

(el valor correcto de la deflexion maxima). Utilice yx)
como la ecuacidn aproximada.

2

o x)=A(x*—xH

1.17 Evaluar A utilizando Hx) ] .[__ A )

mostrada en la figura 1.1. Utilice el método variacional.

para una solucion aproximada para la viga

1.18 Evaluar A para la ecuacién y la viga en el problema 1.17 aplicando el método de colocacion
enx=H/2.

1.19 Calcular el valor de I1 para la viga en la Figura 1.1 utilizando (1.10) y la solucién exacta

(1.9). Verificar que el valor de I para la solucidn exacta es menor que el valor de la solucidn
aproximada (1.13).
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CAPITULO 2
ELEMENTO LINEAL UNIDIMENSIONAL

Nuestro objetivo inmediato es discutir la division de una regién unidimensional en elementos
lineales y desarrollar una ecuacion elemento. La ecuacion elemento es entonces generalizada de
modo que una ecuacidn continua suave a trozos pueden ser escritas para la regién. El elemento
lineal se utiliza para obtener una solucién aproximada

d*

biz

+0=0 1)

en el siguiente capitulo. Este elemento también se utiliza para calcular los desplazamientos en un
sistema de miembros de las fuerzas axiales, Capitulo 17.

2.1 DIVISION DE LA REGION EN ELEMENTOS

La regién unidimensional es un segmento de recta y la divisién en subregiones o elementos es muy
sencilla. El segmento de linea se divide en segmentos mas cortos mediante el uso de nodos (Figura
2.1). Los nodos estan normalmente numerados consecutivamente de izquierda a derecha, como
son los elementos. Los nimeros de elementos estan entre paréntesis para distinguirlos de los
numeros de nodo.

Hay algunas reglas para guiar la colocacién de los nodos en la obtencién de una solucidon
aproximada de una ecuacion diferencial.
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Figure 2.1 Division of a one-dimensional region into elements.
1. Coloque los nodos mas cercanos en las regiones donde los parametros desconocidos cambian
rapidamente y mas separados donde las incégnitas son relativamente constante.
2. Cologue un nodo siempre que haya un cambio escalonado en el valor de los coeficientes D)
Y Q) de(2,1).
3. Cologue un nodo donde el valor numérico de ¢ en (2,1) se necesita.

La primera regla requiere que el usuario tenga algin conocimiento de cémo el parametro
desconocido varia. Aqui es donde entra la experiencia en ingenieria en el proceso de solucién. La
segunda regla es necesaria porque las integrales que incluyen los pardmetros D y Q de (2,1) deben
ser evaluados. Las integrales son mas faciles de evaluar si los coeficientes no experimentan un
cambio escalonado en el intervalo de integracion.

2.2 ELEMENTO LINEAL

El elemento lineal unidimensional es un segmento de linea con una longitud L y dos nodos, uno en

cada extremo (Figura 2,2). Los nodos se denota por iy j, y los valores nodales por o, y D, . El

*
origen del sistema de coordenadas esta a la izquierda del nodo i. El parametro ¢ varia

linealmente entre los nodos, y la ecuacién para ¢ es
¢=a,+ayx (2.2)

Los coeficientes @1 y #2 pueden ser calculados usando las condiciones en los nodos
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I=X;
¢=0; at x=X, (2.3)
]
'y
¢=“1:>/.7
T— ®;
&,
l—f - - X
i J
S P
= X

4

Fugure 2.2 The one-dimensional linear element.

¢ El simbolo ¢se utiliza en este texto para referirse en general a una cantidad escalarl. Simbolos
en mayusculas, como & ¥, ®, and U, denotan valores nodales.

Para desarrollar el par de ecuaciones

(DF-=.|!]'| +ﬂ'2X|‘
‘I'J-:{]']'l'ﬂ'lef {2.4]

Que conducen a los valores de #1 y 42

tIIJ-X_,-—'IIle,-
,=——""—"
X;—X;
@, — D,
i A—. 2.5
az X, <X, (2.5)
Sustituyendo (2.5) en (2.2) y ordenando resulta
X_,-—'I I—X;
= b, o 2.6
b ( . ) ,+( - ) j 26)
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Donde X=X ha sido reemplazado por la longitud del elemento L.

La ecuacion (2,6) esta escrita en forma estandar en elementos finitos. Los valores nodales son
multiplicados por funciones lineales de x, que se llaman funciones de forma o funciones de
interpolacién. Estas funciones se denotan por N con un subindice para indicar el nodo con el que
se asocia una funcién de forma especifica. Las funciones de forma en (2,6) estan indicados por

Ni'y lecon

and N;="— " 2.7)

Lecaucidn (2.6) puede reescribirse como

¢ =N+ N;D; (2.8)

Y también como

¢=[N]id} (29)

N|=|N; N;
Donde [ ] [ J] es un vector fila de la funcién de formay
P{DI
Ol=<"
(@} {%

Es un vector columna que contiene los valores nodales del elemento.

Algunos comentarios acerca de cuando las funciones de forma estan correctas. Cada funcién de
forma tiene un valor uno en su propio nodo y cero en el otro nodo y las dos funciones formas
suman uno. Una tercera caracteristica es que las funciones de forma son siempre polinomios del
mismo tipo que la ecuacidn de interpolacion original. La ecuacidn (2,2) es una ecuacién lineal y las
funciones de forma son ecuaciones lineales. Si la ecuacién de interpolacién habia sido un modelo
cuadratico definido por tres nodos, las funciones de forma resultantes también habria sido
ecuaciones cuadraticas. Otra caracteristica es que las derivadas de las funciones de forma con
respecto a X suma a cero. Las funciones de forma se muestran en la figura 2,3.
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N;x]
1 —
| =X 1
X; X;

Figure 2.3 The linear shape functions V;, and N J

EJEMPLO ILUSTRATIVO

Un elemento lineal unidimensional ha sido utilizado para aproximar la distribucién de la
temperatura en una aleta. La solucién indica que las temperaturas en los nodos iy json 120y 90 °
C, respectivamente. Determinar la temperatura en un punto de 4 cm del origen y el gradiente de
temperatura dentro del elemento. Los nodos i y j se ubican en 1,5 y 6 cm del origen en la Figura

2.4.
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#{x)
A ®, = 120°C

¢, =90"C

i ;
an l.5—>| ’

6em .

-

Figure 2.4. Nodal values for the example problem.

La temperatura, ¢ , dentro del elemento esta dada por (2.6)

X_,'—'x .I—X;

Los datos en el elemento son

X;=15cm X;=60cm
®;=120°C ®;=90°C

Sustituyendo resulta

6—4 4—-1.5
¢ =103.3°C

El gradiente de temperatura es la derivada de (2.6)

dd_®;— 2.10)
dx L

Sustituyendo los valores nodales resulta
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d¢  (90—120
@ _ (22 _6.67°C
dx ( 4.5 ) 6.67°Cfem

2,3 UNA ECUACION SUAVE A TROZOS.

Una ecuaciéon continua suave por partes para una regién de una dimensién puede ser construida
mediante la conexidn de varias ecuaciones lineales con las propiedades desarrolladas en la seccidn
anterior. Cada una de estas ecuaciones puede escribirse como

¢ =N, + Nj_" }q}j_ (2.11)
where
X X X Xl.
ie) J nd Nl-ﬂ 2' 1 2]
N; Xj —X, d i Xj— X, ':

El superindice (e) indica una cantidad elemento. Todo lo que se necesita para completar el proceso
es insertar los valores correctos de i, j, y e para cada elemento. Los valores de i y j para un e
correspondiente se obtienen de la red (grilla). El nodo i es el nodo izquierdo de un elemento. El
elemento de informacidn para la cuadricula en la Figura 2.1 es

e i J
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

!

La ecuacidn para cada elemento de la figura 2.1 es

$V=N{"d, + N,
¢ = NP, + NP0,
PN=NPb, + NP,
P =N® O, + N,

(2.13)

o ON®@
N v b

. son ecuaciones diferentes, a pesar de que ambos involucran al nodo 2. Las
ecuaciones para estas dos cantidades son

Note que
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—X
N=2—=-  and N§
2= |

CXa—X,

Dese cuenta que cada ecuacion en 2.13 es para un solo elemento y no es aplicable fuera del
elemento. La primera ecuacién deberia ser escrita como

$V=NUD, +NVD, X, <x<X,

Pero el rango de x se omite en la mayoria de la literatura de elementos finitos y se omite en este
libro. Cuando se proporciona una ecuacion para un elemento, la implicacién es que ésta es valida
solo para este elemento.

2.4 UN COMENTARIO EN LA NOTACION

La necesidad de indicar las cantidades de elementos se produce en la mayoria de las paginas de
este libro. La siguiente notacidn se utiliza para que un superindice (e) no tenga que ser colocado
en cada coeficiente.

(G +Q),

cada término dentro de los corchetes o paréntesis debe interpretarse en un elemento de base.

1. Cuando los brackets o paréntesis tienen un superindice (e), es decir, entonces

2. Una cantidad en el lado izquierdo de un signo igual con un superindice (e) implica que las
cantidades en la parte derecha de la sefial son para un elemento en particular. Por ejemplo,

¢t°}=Ni¢£+ N,'ID;

Ni and N; are really N{ and N|”, and that ®; and ®

implica que i son los valores de

los elementos nodales.

PROBLEMAS

21 las coordenadas nodales i and X; and the nodal values of ®; and @, para

varios elementos lineales se dan a continuacion. Evaluar ¢ en el valor dado de x. Los valores x son

en centimetros, y los de Ej’i, ¢'j estan en grados Celsius.
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X Xi X_,; ¢‘.‘ mj

@ 08 00 15 60 43

b) 36 30 45 27 33
© 71 65 15 63 51
@ 18 05 30 0 —15

(e} 22 1.0 30 60 67

2.2 (a-e) Evaluar df / dx para el elemento correspondiente en el problema 2.1.

2,3 Las funciones de forma para el elemento cuadratico muestra en la Figura P2.3 son

2
NI=E[I—X_§HX—X;]

4
Nf=— E{I—X;H.x_ Xk}

2
Nt=E[x—X,-)[x—X}}

(a) Demostrar que estas funciones de forma son igual a uno en su propio nodo y son iguales a
cero en los otros dos nodos. También muestran que la suma de funciones de forma suman uno.

(b) Demostrar que los derivados de Ni, Nj y Nk con respecto a x suman cero.

2
NI=E[x—lex—Xt]

4
Nj=— 73— Xi}x—Xy)

2
Nt=E[x—X,-)[x—X}}

2.4 La aplicacién del método de elemento finito requiere la evaluacidn de las integrales que
contienen las funciones de forma o sus derivadas. Evaluar

X X
(a}I Nedx (b) [ '@NidN;

X
d 2
X; x; dx dx * J X, Nidx

para el elemento lineal.
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2.5 El sistema de coordenadas mostrado en la Figura P2.5 tiene su origen en el nodo i y un valor de

L en el nodo j. Desarrollar las funciones forma Ni (s) y Nj (s) partiendo con Pls)=a; +ass y

resolviendo para®1 y 9z
bis)

ﬂﬂ}zﬂ-l'i'ﬂzﬁ‘

T”'”//

Figure P2.5

2.6 El sistema de coordenadas < ,que se muestra en la Figura P2.6 es un sistema de coordenada s
natural cuyo origen esta en el centro del elemento. El valor de G enlosnodosiyj esly-1,

respectivamente. Desarrollar las funciones de forma Ni (6) y Nj (f) partiendo con

HE)=a, +a,¢

y resolviendo para®1 y #2

Figure P2.6
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2.7 El elemento de viga que se muestra en la Figura P2.7 tiene dos desplazamientos verticales, Viy

Ej El'ld ﬁ s

Vj, y dos rotaciones
desplazamiento es

v=da, +ﬂ2x+ﬂ312+ﬂ4l’3

where

3 1
a;=u;, 33=E[U1—Ui]_ E [2914-3;]

2 1
a;=0; as =E (vi— Uj)"‘E (0; + Hj]

Desarrolle las funciones formas para la ecuacidn de interpolacion

L{I]=N]UE+N29;+N3UJ;+N4BJ

vix)
Uy Tuj
r /
[ - = x
IISL"E'i \&ﬂs
L o)
~ L |

Figure P2.7

definidos en los puntos extremos.

La ecuacién del

2,8 La ecuacidn para Plx, J"] en un elemento rectangular de dos dimensiones se muestra en la

Figura P2.8 es
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d(x, ¥)=Cy+Cr5+ Cat + Cast

43 —==

Y

_— Ls
Figure P2.8

Los coeficientes son

|
Cy=b,, Ca=y (On—D)
T

1 1
CZZE{(D;'_"(I'EL C4=L—Lr{m:—¢j—+{bk—¢m]

O, 0,0
donde LI TR and o, son los valores nodales de 9. Desarrolle las funciones formas para la

ecuacion de interpolacién

¢i{x, }']=N4-{D;+ NJ:"D_,'+N;_¢',;+ de:"m
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