UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA, DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y C.C.
ECUACIONES DIFERENCIALES Y METODOS NUMERICOS

Guia 8: Ecuaciones Diferenciales, Transformada de Laplace.

La transformada de Laplace (TL)de una funcién f se define mediante:

LUNs) = Fo) = | et f(t)de

0

Algunas Tranformaciones Conocidas:

1. D.

L)) = | Lln(E))(s) =
2 | 6. )
L (s) = orpin =12, L(cosh(k)(s) =
3 7.
£(e™)(s) = - ! - L(sinh(kt))(s) = ﬁ
4. ) 8. »
Lleosk)®) = 777 Lt~ a)(s) = &

Propiedades de la TL:
1. Linealidad: Sea L(f(t))(s) = F(s) y L(g(t))(s) = G(s)
L(af(t) +bg(t))(s) =aF(s) + bG(s), Va,b € R.

2. Cambio de escala

3. Primera propiedad de traslacion
L{e"f(t))(s) = F(s —a).
4. Segunda propiedad de traslacién
L(u(t —a)f(t — a))(s) = e F(s).
5. Transformada de una derivada
LM (0))(5) = s"F(s) = 8" £(0) = o = f7D(0).
6. Derivadas de transformadas

£ FD)(s) = (1" ()



7. Transformada de una integral

c /0 fluyduy(s) = T,

8. Transformada de la convolucién

I. Demuestre que:

_ s—1 2
1.1) L(etcos3t)(s) = Lt 1.3) Ci’sint] = (6; . 1?3.
s
s2 4 g2
1.2) L(tcosa)(s) = —@312‘;3 1.4) Ltcosh(at)] = E a2

II. Descomponer las siguientes funciones en fracciones parciales y calcular L71[F(s)](t) = f(¢):

__ 8s-T7 Sol: f(t) = de? — 2¢3
2.1) F(S)_(s—l)(s—?)) o f()2 e e
Sol: f(£) = 2¢" 4 ¢ 28) Flo) = " gy
25 — 8 —
2:2) F(s) = (52—5573+6) Sol: f(t) =2 — 3t + 6e2

1. Encuentre £~ [F(s)](t) para cada F(s):

1 -
31) F(s)= 55— 3.3) F(s) = 565
Sol: f(t) = e%tsjr_l(gt) Sol: u(t — 1) — e Dyt — 1)
6—55
3.2) F(s) = 5 3)2

IV. Utilice la TL para resolver el problema de valores iniciales.

4.1) y" + 6y + 2y —1:y4(0)=1;(0) = —6
Sol: y(t) = 2 + 2&376_3’5[([ 9)e\ﬁt+ (VT +9)e ]
42) y" 4+ 8y + 15y =2;y(0)=1; ¢ (0) = —4
Sol: y(t) = & + te 3 + 1706_5t
4.3) ' — 10y + 26y =4 ;y(0)=3;¢(0) =15
Sol: y(t) = 13 + gem cos(t) + %geStSm(t)
4.4) y" — 6y +8y=-¢et;y(0)=3;9'(0)=9
Sol: y(t) = %et 4+ 9¢t + %e“
4.5) ' +4y' +3y=1t;y0)=9;y(0) = —-18
Sol: y(t) = —& + Lt +5e~t + 3t
4.6) y"+3y —dy=e"";y(0)=0;y(0) =0

Sol: y(t) = te' — 2e7t + Le ¥



VI

A7) y"+2y =3y =e";y(0) =0;4(0) =0
Sol: y(t) = fe’ — et — T3t

4.8) ¥+ 6y +8y=0;y(0)=1;4(0)=0
Sol: y(t) = 272 — e~

4.9) v —y' — 6y = cos(2t) ; y(0) =0; ¥/ (0) =0
Sol: y(t) = &€ + e 2 — 2 cos(2t) — &5sin(2¢)

Resuelva el problema utilizando la TL.

5.1) t2y" — 2y =2
Sol: y(t) = —1 — ct?

5.2) y"+ 2ty —4y=6;y(0)=0;y'(0) =0
Sol: y(t) = 3t2

5.3) y' =8ty +16y =3 ;y(0) =0;4'(0) =0
Sol: y(t) = 3¢

54) ' — 4ty + 4y =0;y(0)=0;¢'(0) =10
Sol: y(t) = 10t

Escriba la funcién f(t) en forma de la funcién salto y resuelva utilizando la TL en cada problema

de valores iniciales.

0 st 0<t<4

3 st t>4

1 si 0<t<?2
6.2) ¥ +4y +4y=f(t);y(0)=1;4'(0) =2, f(z) =
0 st t>2

Sol: y(t) = 3 + 3% + Tte ™ + [ 1 + L7207 4 L(t — 2)e 2D u(t — 2)
0 si 0<t<5

6.3) v +2y =Ty = f(t) ; y(0) = =2;4'(0) =0, f(x) =
2 si t>5

Sol: y(t) = [(4 V2)e~ (V2 <4+\/§)67(17ﬂ)t]
3 [8— (4= v2)e (VDD 1 (44 \/2)em1-VAIE) (- 2)



