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1. Considere el problema de valores iniciales (PVI):

2 dy +yPde = xyde, x€[1,3], y(1)=1. (1)

(a) (1 pto.) Mediante el cambio de variable z = g, resuelva el PVIL.
x

(b) (1 pto.) Usando el método de Runge-Kutta de orden 4 y tomando h = 0.1, obtenga una
aproximacién de la solucién para y(1.2).

(c) (0.2 ptos.) Indique el error de la aproximacién anterior al comparar con la solucién exacta.
Solucién

(a) Con el cambio de variable z = y/x (o y = zx), se tiene que ¢y’ = z+xz2z’ (0.2ptos.). Reemplazando
en (1) se obtiene una EDO de variables separables

2 (x) = -

La solucién constante es z = 0 (y = 0). Cuando z # 0 podemos separar variables:

1 1
—dz = ——dx.
z x
Integrando se obtiene
=In|z|+ C.
Luego
(@)=
2(r) = —————.
In|z|+C
Volviendo a la variable original, se tiene que la solucién general es
x
=———_ (0.7ptos).
y(@) In|z|+C (0.7ptos)
Como y(1) = 1 tenemos que C' =1y la solucién del PVI es
x
= — 1,3]. (0.1pt
y(z) n(z) 1 € [1,3]. (0.1ptos)

2

(b) Implementando RK44 con f(z,y) = ®5%, (z0,50) = (1,1) y h = 0.1 se tiene para la primera
iteracion:

Y1 =yo + é[fﬁ +2K5 + 2K3 + Ky,

Ky = 0.1f(x0,90) =

Ko =0.1f(xg + h/2, yg) = 4.535147392290 x 1073

K3 =0.1f(xq + h/2,y0 + K2/2) = 4.339289169904 x 103
Ky = 0.1f(x1,y0 + K3) = 7.940149612941 x 1073

y1 = 1.004281503789555.  (0.5ptos.)



Para la segunda iteracion:

1
Y2 = Y1+ E[Kl +2Ko 4 2K3 + Ky,

Ky = 0.1f(x1,y1) = 7.944488868984 x 1073

Ky =0.1f(z1 + h/2,y1 + K1/2) = 0.010806517175789
K3 =0.1f(z1 + h/2,y1 + K2/2) = 0.010712601690500
Ky = 0.1f (22,51 + K3) = 0.013040270306723

Y2 = 1.014952003274269.  (0.5ptos.)

(c) La solucién exacta es y(1.2) = 1.014952314033742. El error de la aproximacién es
y(1.2) — yo| = 3.107e — 07.  (0.2ptos.)

El error puede variar en dependencia de cuantos digitos usaron en el cédlculo.

. Un cuerpo de masa lgr se une a un resorte cuya constante es de 4gr/s%. Suponga que el medio no
ofrece resistencia y que se aplica una fuerza externa al sistema igual a F'(t) = 3 cos(2t). Defina x(t)
como la posicion de la masa en tiempo ¢, entonces z verifica la ecuacién:

d’x
— +4x(t) = F(1
T anlr) = F)
(a) (1 pto) Suponga que tanto el estiramiento inicial, como la velocidad inicial, del resorte son
iguales a cero; determine la posicién del resorte en todo instante de tiempo.

(b) (0.6 ptos.) Estime, usando Newton Raphson, el tiempo que transcurre desde que se suelta la
masa hasta que pasa la posicién de equilibrio por primera vez.

(¢) (0.2 ptos.) Realice un bosquejo de la grafica de z. A continuacién, de una interpretacion fisica
del significado de la grafica de z.

Solucién:
(a) Primero calculamos la solucién de la EDO homogénea: z(t) = C} cos(2t) 4+ Ca sin(2t)(0.2 ptos).
Después calcular la solucion particular por cualquiera de los métodos dados en clase se obtiene:

zp(x) = Zt sin(2t).
Solucién general:
x4(t) = C1 cos(2t) + Cosin(2t) + %t sin(2t). (0.7ptos).
Sustitiyendo las condiciones iniciales se obtiene C1 = Cs = 0, luego la solucion del PVI es:
x(t) = Zt sin(2t). (0.1ptos)

(b) Aplicar Newton-Raphson con un zy adecuado, por ejemplo zp = 1.5 se obtienen las siguientes
iteraciones:

1 = 1.574828800
2 = 1.570806539
x3 = 1.570796327
x4 = 1.570796327.



Con 4 iteraciones se obtiene el valor aproximado de 7/2 que es el tiempo transcurrido desde que se
suelta hasta que pasa por primera vez por la posicién de equilibrio (0.6 ptos.). Es importante la
eleccion del xg, si lo toman cercano al cero, el método converge al 0, que es la condicién inicial, pero
no es el punto que se pide.

(c) Hacer el bosquejo del grafico donde la amplitud del resorte va creciendo de forma oscilatoria con
el tiempo. Estd presente el fenémeno de resonancia que es cuando la frecuencia propia del resorte
se iguala a la frecuencia de la fuerza externa, el resorte se puede romper. ( 0.2 ptos.)

. Considere la ecuacién diferencial: y”(z) — Py'(z) = f(z), P € R.

(a) (0.4 ptos.) Demuestre que si P # 0, entonces {1, e} es un conjunto fundamental de solucién
de la ecuaciéon homogénea asociada.

(b) (0.8 ptos.) Use el método de variacién de pardmetros para demostrar que la solucién particular
es:

eP:p
yp(z) = P/f(:):)e_dex - ;/f(:c)d:v (2)

(c) (0.8 ptos.) Use (a) y (b), para resolver la ecuacién: y” — 4y’ = 6e3%.

Solucién:

(a) Primero verificar que son solucién de la EDO homogénea (0.2 ptos.), después analizar el
Wronskiano: si P # 0, se tiene

W(1,el®) = Pef® £ 0, Vo € R.
Luego son li. y se puede concluir que forman un conjunto fundamental de solucién. (0.2 ptos.)
(b) El método de variacién de pardmetros propone buscar la solucién particular como
yp = Ci(z) + Ca()e"™, (3)
donde Cj(x) y Co(x) verifican el sistema:
C(x) 4+ Ch(x)ef® = 0
Ci(z) -0+ Ch(x)Pel® = f(x).
Resolviendo ) .
Ci(z) = —P/f(x)dm, Cy(x) = B /f(m)e_dex.
Sustituyendo (3) se obtiene el resultado buscado. (0.8 ptos.)

(c) Primero calculemos la solucién de la EDO homogénea con coeficientes constantes: y, = Cy +
Coe?®. (0.2 ptos.) Para usar el resultado de (a) y (b), notar que P = 4 y f(z) = 6e3*, luego
evaluando en (2) para obtener la solucién particular

et 1
yp(xz) = 4/663x6_4xd5€—4/663xd$

= 2<€4x/€—$dl‘— /e3xd:c>

= —2¢3%,

Solucién general y(x) = Oy + Cze® — 2e3* (0.6 ptos.).



