Capitulo 7

Transformada de Laplace

7.1 Definicion y Propiedades

Sea f :[0,4+00[— R y suponga que

—r0

oo R
/0 e sf(t)dt:Rhm /0 e f(t)dt

converge para algunos valores de s. Para estos valores definimos una nueva funcién
f, llamada transformada de Laplace de f, poniendo

Fls) = / et ()t

Notacién.  L(f(£))(s) = F(s) = / e~ (1)t
0

si esta integral converge.

Teorema 7.1.1.

~

a) L es lineal, es decir dadas f,g: [0, +o0o[— R tales que f(s) y g(s) ewisten,
VYa,b € R se tiene

L(af(t) +bg(t))(s) = aL(f(t))(s) + bL(g(t))(s)

-~

b) Si f,g:[0,+00[—> R son continuas y f(s) = g(s), entonces f = g.
c) Si f' es continua en [0, 400 y tgr—ll-loo e ' f(t) =0, entonces
L(f'(t))(s) existe <= L(f(t))(s) emiste.
Ademds se tiene  L(f'(t))(s) = sL(f(t))(s) — f(0).

213
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t
d) Para f : [0,400[— R continua, definamos F(t) = / f(u)du. Si para s >0

0
L(f(t))(s) existe y . liI}rl e *'F(t) = 0, entonces se tiene que L(F(t))(s) existe
—+00
Yy que

LIF(1) = LU O)(5)

t
(es decir L < / f(u)du) (s) = éc( F0)(s).)
0
Demostracién.
a) Se deja al lector.
b) Pendiente (vea seccién 7.8).

c) Sea s tal que lim e *f(t) =0,y R > 0. Entonces

t— 400

R R R
/Oe Fydt = e f(t)/0+s/0 e (1)t
R
— e RE(R) — F(0) + 5 / e F(t)dt
0
Luego

R R
lim e f'(t)dt existe <=  lim e " f(t)dt existe,

t—+o0 0 t—+o0 0

y en caso positivo
L(f'(1))(s) = sL(f(£))(s) — f(0).

d) Tenemos que F'(t) = f(t) es continua y F'(0) = 0. Como L(F'(t))(s) existe y
lim e *F(t) =0, entonces L(F(t))(s) existe y

L(f(1)(s) = LIF'(1))(s) = sLIF (1)) (s) — F(0) = sLIF())(s) -

Por lo tanto

Ejemplo 7.1.2.  L(1)(s) = Vs > 0.
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En efectosi s >0
R 1
/ e dtdt =  — (e 1),
0 S

lo que implica
n 1
L(1)(s) = lim e *tdt = - Vs >0.

R—r+o0 [ S

Observe que  L£(1)(s) no existe para s < 0. Asi L£(1)(s) s6lo estd definida para
s> 0.

Ejemplo 7.1.3.  L(t)(s) = k= Vs > 0.
s

t
Pongamos f(t) =1 V¢t > 0. Entonces F(t) = / f(u)du =ty para s > 0
0

lim e ™ F(t)= lim e *t=0.

Luego
LIEM)s) = ZLUD)s)  Vs>0
— L)(s) = %';ZS_ Vs> 0.

2
Ejemplo 7.1.4.  L(t*)(s) = -, Vs>0.
s

Sea ahora f(t) = 2t y pongamos F(t) = fg f(u)du = t*. Entonces para s > 0
tenemos

lim e 4% =0.
t—+o00

De esta forma

Ejercicio 7.1.5. L(t")(s) = —— Vs>0sin=1,2,--

1
Ejemplo 7.1.6. L(e")(s) = Vs > 1.
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Para R > 0
R R
/ e=tel gt — / (1=t gy — 1 p(1=9)t /R _ 1 [6(175)3 _ 1} _
0 0 1—s o 1-—s
R

1 1 1

lim e Steldt = + lim (1798 — 4+ 0 Vs>1.

R—+o0 J s—1 1—8R—+o s—1
1
L(e! = Vs > 1.

()) = —

Ejemplo 7.1.7.  Considere el problema de valores iniciales

{y’—y =1-t
y(0) =2

Sea y(t) la solucién y asumamos que L(y(t))(s) existey lim e * y(t) = 0 para

t—>+o0
todo s > sq, cierto sg.
Entonces como y/(t) es continua, L£(y'(t))(s) existe Vs > so. Luego para todo

estos s se tiene

L))~ v(0) = LEO)e) =5 -
(s—DLyM)(s) —2 = é _ 812
s - o] -
1 2

y(t) = t+2¢".

Definicién 7.1.8. Sea f : [0,400[—> R continua. Decimos que f es de orden
exponencial b (orden exp. b) si existe M > 0 tal que e | f(t)| < M Vt > 0.

Teorema 7.1.9. Sea f : [0, +00o[— R continua y de orden exp. b. Entonces
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a) L(f(t))(s) existe Vs > b.

b) Si ademds f' : [0,4+00]—> R es continua, entonces L(f'(t))(s) existe Vs > b

y
L(f'(t)(s) = sL(f(£))(s) = f(0).

t
c) Sib#0y F(t) = / f(u)du, entonces F' es de orden exp. by
0

LOF@)(s) = LFD)s) Vs> b

Demostracion. Ejercicio.

Observaciones 7.1.10. Si f, ', f”, -, etc. son continuas y de orden exp. b , se tiene
para s > b :

LIf')(s) = sLIf(1))(s) = f(0)
Lf"()s) = sLIf(t)(s) = sf(0) — f'(0)

LF"1)(s) = SLIF())(s) = s°f(0) — sf'(0) — £7(0)

etc.

Ejercicio 7.1.11.  f(t) de orden exp. b = e *f(t) es de orden exp. b—a
y para s >b—a tenemos

L ft)(s) = L(f(t))(s+a).
Sabemos e Y|f(t)| < M Vt>0.
Lot () = e () < M VE>0

e ®f(t) es de orden exp. b —a.
Ademas para s > b—a

Le™f(#)(s) = lim /Oe”e“tf(t)dt

R—+o00
R

= 1 - (s+a)t
R—1>H—|1-oo 0 ¢ f (t) dt

= L(f(t)(s+a)
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Ejercicio 7.1.12.  L(sen(bt))(s) = para s > 0.

52+ b2

En efecto, para R > 0, tenemos

R
/ e *'sen(bt)dt = ——e Stsen(bt) / / " cos(bt)d
0

1 1 vt t
= —=sen(bR) + — |——e*cos(bR) — 1 e “'sen(bt)dt
0

s ]

v\ [f 1 _.n b b
1+ — e *'sen(bt)dt = ——e*Tsen(bR) — e *cos(bR) + —
0 s

S 52

L(sen(bt))(s) = 8—2 L Vs >0

52+ b2 52
b
= L(sen(bt))(s) = i Vs >0
C e s
Ejercicio 7.1.13.  L(cos(bt))(s) = T Vs > 0.

Para s > 0 tenemos

L(bcos(bt))(s) = L((sen(bt)))(s) = sL(sen(bt))(s) — sen(0) = SSQ—ijbz :
Luego .
Lleos(b))(5) = 545
Ejercicio 7.1.14.  L(e * sen(bt))(s) = m Vs > —a.
Aplicacién directa del ejercicio 7.1.11.
Ejercicio 7.1.15.  L(te')(s) = L Vs > 1.

(s —1)?

Usando ejercicio 7.1.11, tenemos
L(te")(s) = L(t)(s—1) Vs>1,

lo que implica
1
=4 C(tet)(s) = m Vs> 1.

Teorema 7.1.16. Si f es de orden exp. b, entonces f(s) = L(f(t))(s) tiene derivada
de todas las ordenes para s > b y

~

(F)(s) = L(=tf0)(s);  (N)'(s) = LEFDO)s)  (N)"(5) = L= f(1)(s), ete.



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 219

Demostracidn. %(e_tsf(t)) = —te P f(t) = e (—tf(t)).

Ademas la integral e *'tf(t)dt converge uniformemente para s > by donde

0
bo > b es cualquiera (es decir Ve >0 IN >0 talque R>N =

R o)
st pydt— [ et f(t)d Vs > by ).
|/O e F (1) dt /Oe L)t < & s > bo )

Tenemos entonces
8 -~ . 8 o —ts o > a —ts
ol = o [ emsna= [ S

_ / et f(8)dt = L(—tF(0))(s).

1
Ejemplo 7.1.17.  Tenemos £(1)(s) = — para s > 0. Por lo tanto
s

L(e™)(s) = S, Paa s>a (ver ejercicio 7.1.11).

0 1 -1 at
Perog( ) BRCETE = L(—te™)(s) paras > a.

s—a
. 1
at .
CL(te™)(s) = G_ay? Vs >a.
Ejercicios:
L. L(t"te™) = (n= 1! ara s > a y en particular ~ L(t")(s) = G ara
) _(S_a)n p y b - gntl p
s> 0.

2. Si f1, fo son de orden exp by, by respectivamente, entonces f; + fo es de orden
exp b = max{by, ba}.

3. Si fi1, fo son de orden exp by, by respectivamente, entonces f; - fo es de orden
exXp b= b1 . bQ.

Lemma 7.1.18. Sean ¢(t),q'(t) continuas y de orden exp. by sea ¢(t)) solucion de
y —ry = q(t). Entonces ¢(t), ¢'(t), ¢"(t) son continuas y de orden exp. b =
max{b, |r|}.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad asumimos que b > |r|.
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t
a) Sir € R la solucién es ¢(t) = e"(c +/ e "q(u)du). Luego basta demostrar
0

t
que U(t) = / e "q(u)du, y sus derivadas U’(t), U"(t) son continuas y de
0

orden exp. b —r.
Pero ¢(t) de orden exp. b implica e %|q(t)| < M Vt > 0.
Entonces e~®~"%e g (u)| = e ™|q(u)| < M Vu>0 y luego

t t
67(b7r)t| / efruq(u)du’ < ef(bfr)t| / Me(bfr)ud,l”
0 0

— Me—(b—?")t 1

b — T(e(b—T’)t o 1) S

b—r’
U(t) es de orden exponencial b —r.

Ademés es claro que  U'(t) = e "q(t) y U"(t) = —re "q(t) + e "q"(t)
son de orden exp. b —r.

b) Sir € C, digamos r = a + 13, la demostracién es un poco mas complicada y
se omotird en estas notas.

Teorema 7.1.19. Si q(t),q'(t) son continuas y de orden exp. b y ¢(t) es solucion
de

Y+ iy +poy = q(t), (7.1)

donde p1,pa son constantes, entonces: ¢(t),d'(t), d"(t) son continuas y de algin
orden exp.

Demostracién.  Sean ri, ry raices de 2 + p1r + po = 0. Entonces
—(r+ry))=p1 y 1m-r2=0n0.
Sea ¢(t) solucién de (7.1). Definamos  ¢1(t) = ¢'() — r26(t). Entonces
P () —ron(t) = ¢"(t) —r2d/(t) — ri(¢'(t) — r2(1))
= ¢"(t) = (r1+72)¢'(t) +11m20(t) = q(t) -

Por lo tanto ¢ (t) es solucién de y' —riy = ¢(t), lo que implica ¢y (t), @) (t), ¢ (t) son
continuas y de algtin orden exp.

Pero como ¢(t) es solucion de y — roy = ¢1(t) , obtenemos también que ¢(t),
¢'(t) y ¢"(t) son continuas y de algin orden exp.

Corolario 7.1.20. Si q(t),q'(t) son continuas y de orden exp. b y ¢(t) es solu-
cion de (7.1), entonces L(o(t))(s),L(P'(t))(s) y L(¢"(t))(s) existen para todo s
suficientemente grande.
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Teorema 7.1.21. El operador L es 1—1; es decir, si f y g son continuas en [0, 400|
y L(f)(s) = L(g(t)(s) Vs> so, entonces f(t) = g(t) Vt>0.

Demostraciéon. La demostracion estd en la seccion 7.8.

Usando este teorema podemos definir el operador inverso £7! de la siguiente
forma:

L7Hp(9))(t) = f(O)=L(f(1))(s) = ¢(s).
Observaciones 7.1.22. £7! es un operador lineal; es decir,
L7 (ag(s) + bib(s))(t) = aL™(g(s))(£) + DL ((s))(1)
Ejemplo 7.1.23. Considere la ecuacién
y' + 4y =t + sen(2t), y(0)=1y'(0)=0.
Aqui ¢(t) = t + sen(2t) v ¢'(t) = 1+ 2 cos(2t) son continuas y de orden exp. b
cualquier b > 0. Luego, la solucién y(t) y sus derivadas y/(t) y y”(¢) son de orden

exp. « para algiin « suficientemente grande.

Luego para s > « tenemos

L(y"(t) +4y(t))(s) = L(t+sen(2t))(s),

SLOO)E) +1LHO)) = 5+
DLW = 5
1 2

£(y(t))(8) = 82(82 +4) + (82 +4)2 )

De esta forma

Pero

t

o)
e}
B
[\
~

(2¢)

|
ool —
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Afirmacién  L(sen (at) — at cos (at)) = (5’23—#@2)2‘
En efecto :
L(sen (at))(s) = #‘LGQ
L(cos (at))(s) = g
L(—atcos(at))(s) = aLl(—tcos(at))(s) =a (ﬁ) =a- ﬁ.
Luego
L(sen(at) — at cos(at))(s) = a LQ j_ — (sa? ;;2)2} _ (8221 =

Por lo tanto

B 1 1
L <m) (t) = 16 (sen (2t) — 2t cos (2t)) .

De esta forma

y(t) = lt — 1sen (2t) + é (sen (2t) — 2t cos (2t))

178
= L s
= 1 1 COS

Ejemplo 7.1.24. Resolvamos la ecuacion
y' +2y +2y=2e"cos(t), y(0)=2,%(0)=-2.
Pongamos Y (s) = L(y(t))(s). Tenemos

L' (1)(s) = s*Y(s) = sy(0) =y (0) = s*Y(s) — 25 + 2,
2L(y'(1)(s) = 2(sY(s) —y(0)) = 2sY(s) —4,
2L(y(1))(s) = 2Y(s),

2L(c cos(t))(s) = %

Entonces, aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién y reemplazando se
obtiene

2 o 2s+1) ]
(s°+25s+2)Y(s) —25s—2 = Griftl
Por lo tanto
o 2(s+1) 2(s+1)
A P e R (PR VRSV
2(s+1) d —1

Grig+l dsGriPel
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Asi
_1 s+1 _1 -1
yit) = 2L ((s FRp R 1) (t) —tL ((s T2t 1) ®),
= 2e "cos(t) + te 'sen(t).
Ejercicio 7.1.25. Sea ®(s) = 58 con P, (@ polinomios. Si Q(s) tiene solo raices
simples (reales), digamos Q(s) = (s —r1)(s —r2)--- (s —ry,) con r; # r; sii # j,
entonces
P(ri) P(rn)
d(s) = Q) e Q)
s—r S —ry
522542

Ejemplo 7.1.26. Descomponga en fracciones parciales P P

Tenemos
P(s) =s*—2s5+2,

Q(s) =58 —s"—4s+4 = (s—1)(s+2)(s—2)
v Q(s)=(s+2)(s=2)+(s—1)(s—=2)+(s—1)(s+2).

Luego ocupando el ejercicio anterior obtenemos
-25+2 3 N o N 2
s3—s?2+4s+4 s—1 s+2 s—2’
-1 1 5 1 n 1 1
25 —2°

= 351 6s+2

Ejemplo 7.1.27. Resolvamos la ecuacién
y'=2y' =3y = ¢, y(0)=y(0)=1.
Poniendo Y (s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién

obtenemos
7Y (5) — sy(0) — y/'(0) — 2(sY (s) — y(0)) — 3Y (s) 1

lo que implica

Luego
(s* =25 —3)Y(s) = :114—3—1,
Y(s) — 1 . s—1
VT oD+ 1)(s—3)  (s+1)(s—3)
1+ (s—1)?

(s—=1)(s+1)(s—3)
_1 1 +5 1 +5 1
4s—1 8s+1 8s—3

Por lo tanto . . 5
y(t) = —Zet + ge_t + ge?’t :
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7.2 Funciones Discontinuas

Definicién 7.2.1. f: [0, +00] — R se dice continua por partes si f tiene solo un
nidmero finito de puntos de discontinuidad en [0, 400 y estas discontinuidades son
de tipo salto.

Ejemplo 7.2.2. Considere la funcién escalén (o salto)

0 s0 t<0
u(t) = (tiene salto en t = 0)
1 se t>0

Luego si para a > 0 definimos f(¢) = u(t — a), tenemos

0 st t<a
f(t) = (tiene salto en t =a) |,
1 st t>a

y su transformada de Laplace es

a o 1
L(u(t—a)) = / e " . 0dt + / e ldt = —e ™.
0 a

S

Por lo tanto

—as

L(u(t —a)) = para s> 0.
s
Ejemplo 7.2.3. Considere la funcién
3 t<2
fity=¢ -1 2<t<h
7 5<t

En término de la funciéon salto
f(t) = 3—4u(t—2)+8u(t—5),
y su transformada de Laplace es

L(f(s)) = 3L(1) —4L(u(t —2)) +8L(u(t —5)) =
3 4 —2s 8 —bs
= ———-e 7+ -¢€
s s s
Ejemplo 7.2.4. Sea f : [0, +00[— R una funcién continua. Entonces para a > 0
se tiene

LU= a)ult —a))(s) = e L{f{)(s).
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En efecto

L(f(t—a)u(t —a)) = /OO e ft—a)dt = /000 e~ (s £ () du

Ejemplo 7.2.5. Calculemos

Sea

Entonces

e 1 as
() 0 = £ L)) (0 = fe-Dule -2
0 si t<2
= (t—2u(t—-2)=
t—2 s t>2
Ejemplo 7.2.6. Calculemos la transformada de Laplace de

t 0<t<l1
fit)y=4¢ 2 1<t<2

t? 2<t< o0

En términos de la funcién salto se escribe
f@) = t+ 2 —tult—1)+ (#* —2u(t —2).

Por lo tanto

LF0))(s) = L{E)(s)+ L2 thult —1))(s) + L{(* = 2u(t — 2))(s)

= L (= D)l — D)) +
L2 4+4(t—2) + (— 27)u(t — 2))(s)

Lo(L 1Y (24 2
= — - — — e _ _ e
52 s 2 s s2 g3

225
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Ejemplo 7.2.7. La corriente I en un circuito RLC en serie estd regida por la
ecuacion

I"(t) + 4I(t) = g(t), I(0)=1I'(0)=0.

con
1 0<t<1
g(t) = -1 1<t<2

0 2<t

Determine la corriente en funcion del tiempo.

Tenemos ¢(t) = u(t) — 2u(t — 1) + u(t — 2). Si ponemos f(s) —= L(I)(s) obtenemos
L") = °T(s) v Llg(®)(s) = = —2°— +

S S S

Entonces aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacion tenemos

N N 1 e s 2—25

2 I(s) +4I(s) = -~ —2—+ , esdecir
s s s
~ 1 2e® 272
I(s) = -
(5) s(s2+4)  s(s2+44) * s(s? +4)

~ 1 1/1 S
PODg&mOS f(S) = m = Z_l (g — m)

Ity = f(t)=2f(t—Du(t—1)+ f(t —2)u(t —2)

= i (1 —cos(2t)) — % [1—cos(2(t — 1) u(t—1)+ i [1— cos(2(t — 2))] u(t — 2)
sen(t) £ 0
Ejemplo 7.2.8. Determine  L(f(t))(s) si  f(t) = t
1 t=20
Tenemos
By o0 £2k+1
sen(t) = t_ﬁ—i_;_ _;;(_)(Qk%—l)! VteR
sen(t)_lts t4 _°°1k 12k VieR <0
= = gty = L0V g €R 170.
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sen(t)

Ademas como  lim =1, tenemos que

t—0

t2k

f@)::;:Fiﬁ@E;Tﬁ

0

y f(t) es continua y de orden exp. b (Vb > 0).

VteR,

227

Asi L(f(t))(s) existe para todo s suficientemente grande y como para todo
nimero natural y s > 0, £(t")(s) = -, tenemos que

LEONS) = 3 A ey =

|

“~(2k+1)
B i (- 1 1
- 2%+1 <o
prt 2k+1 s s

Recuerdo: Para |z| < 1 tenemos

1
1+ 22

arctan(z) = / du:g;_x_+__...
0

Por lo tanto

7.3 Funciones Periddicas

(=DF

— (2k + 1
1 n 1
353 Hsd

= 1—x2+x4—x6:Z(—1)kx2k y

Definicién 7.3.1. Se dice que una funcion f : R — R es periddica de periodo T,

si T es el menor numero positivo que verifica

ft+T)=f(t) VteR.

Ejemplos 7.3.2.

sen(t), cos(t) son periddicas de periodo 2w
tan(t) es periddica de periodo 7.
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Figure 7.1: Gréfico de la curva y = y(x)

Observacion 7.3.3. Para especificar una funcion periédica, basta dar sus valores
sobre un periodo.

Asi la funcion

I 0<t<l1
ft) = y  f(t) tiene periodo 2
0 1I<t<2

tiene grafico como el mostrado en Figura 7.1.

Teorema 7.3.4. Si f(t) es una funcion periédica de periodo T que es continua por
partes en el intervalo [0, T, entonces para todo s > 0

L)) = —— / e F(t)dt

1—eTs

Demostracion. Para s > 0 tenemos
LU = [ s
0
T oT 3T
= /O e_tsf(t)dt—i—/ e_tsf(t)dt—l—/ e B ft)dt + -

T 2T

T T T
= / e B f(t)dt + / e~ D f (4 4+ T dt + / e~ WD) £t 4 2T)dt + - - -
0 0 0

T T T
= / e U f(t)dt + e‘Ts/ e SLF(t)dt + e‘m/ e S F(t)dt 4 - -
0 0

0

T
— (1+ 6_T5+€_2T8+"-)/ e—stf(t)dt
0

1 T
— 1_€_T8/0 e SUF(t)dt .

Ejemplo 7.3.5. Calculemos la transformada de Laplace de la funcién periédica f(t)
del ejemplo que aparece en la observacion 7.3.3.
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Para s > 0 tenemos

L)) = — /Oe‘“f(t)dt

1—e 2
1 L 1 ~1
= St = —(e =1
1 —6_28/0 ‘ l—e2 s (e )
1—e° 1

7.4 Convolucion

Consideremos el problema

y' +y=g(t); y0)=0,y'(0)=0.

Poniendo
Y(s)=L(y®))(s) v G(s)=L(g(t))(s),

aplicando transformada de Laplace a la ecuacién obtenemos

Y (s)+Y(s) =G(s) = Y(s)=

Por lo tanto

229

Definicién 7.4.1. Sean f,g : [0,+00]—> R continuas por parte. La convolucién
de las funciones f(t) y ¢g(t), es una nueva funcion, que se denota por f * g, y que

se define por
t

(fxg)t) = | ft—v)gv)dv.

0
Ejemplo 7.4.2.

t
txt? = /O(t—v)v%lu = t§_Z/0 - S 7T -0
Propiedades: Sean f,g,h : [0,00[— R continuas por parte. Entonces:
1) frg=gxf.
2) fx(g+h)=fxg+ fxh.
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3) [+ (gxh)=(f*g)*h
4) f*x0=0.

Demostracién. Haremos la demostracién de 1). Los item 2), 3) y 4) quedan de
ejercicio.

(f* 9)(t) =tAfu—wmmww:1'ﬂmmrwwhmw=

_ / gt —w) f(w)dw = (g% f)(t).

t

Teorema 7.4.3. Sean f,g : [0,00[—> R continuas por parte y de orden exp. .

Entonces
L((f = g)()(s) = LIf(1))(s) - L(g(t))(s)
o equivalentemente si  F(s) = L(f(t))(s) y G(s) = L(g(t)(s), entonces

LTHF(s)G(s))(t) = (f = 9)(1).

Demostraciéon. Para s > «

L * ) B)(s) = Ame“u»mth

_ /OOO ot ( Ot £t — U)g(v)dv) dt
_ /OOO et (/OOO wlt — v)f(t — v)g(v)dv) dt
_ /0 " o) ( /0 T et — o) f(t — v)dt) dv

_ Awgwwuu—vm@—MX$w

- /0 h g(v)e " F(s)dv = F(s) /0 ) e *’g(v)dv

= F(s)G(s).
Entonces volviendo al problema inicial
V() = = Gls) = Llsen()(s) - £(o(0)(s)

lo que implica

y(t) = (sen * g)(t) = /0 sen (t —v)g(v)dv.
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Ejemplo 7.4.4. (1x f)(t) = fot f(u)du.

— (1 f0)(s) = LO)(s) - L)) = ~Lf (1))

S
. t ’U2 ’U3 t t3 t3 t3
Ejemplo 7.4.5. t*t—/o(t—v)vdv-t;—g/o_a_g_g.
1 1 1
—  L(txt)(s) = L(t)(s)  L(t)(s) = S a3

Ejemplo 7.4.6. Calculemos ¢ x sen(t). Tenemos

tx sen(t) = /0 t (t — v) sen(v)dv = t /0 t sen(v)dv — /0 tvsen(v)dv

t

S— COS(v)/ —[-v COS(U)/Z - /Ot cos(v)dv] =

= —tcos(t) + t + tcos(t) — sen(t) =t — sen(t).

Por otra parte

L(t# sen(®))(s) = LO(s) - L(sen(t))(s) = 3 - = = — =

52 52+1:32 241

Ejemplo 7.4.7. txe' = fg(t—v)e”dv =e—-t—1 y

L(t ) (s) = LE)(s) - L()(s) = - —— = ——— = 5 —

Ejemplo 7.4.8.  sen(t)xcos(t) = /0 sen (t—v) cos(v)dv = /0 (sen(t) cos(v) —

cos(t) sen(v)) cos(v)dv = -+ = B t sen(t) .

Por otra parte

L (sen(t) * cos(t))(s) = = :_ B 82i1 = (5—1—81)2 :

Ejemplo 7.4.9. Resolvamos la ecuacion
v'+y = cos(t), y(0) = ¢'(0) = 0.

Poniendo Y (s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace obtenemos

S

SQY(s) + Y(s) = e
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Por lo tanto

S 1 S
Y p— p— .
(5) (s2+1)2 241 s2+1

= L(sen(t))(s) - L(cos(t))(s) = L(sen(t) * cos (t))(s),

y asi

y(t) = sen(t) * cos(t) = %tsen(t) .

Ejemplo 7.4.10. Resolvamos
y' =5y +6y = e, y(0)=0, y(0)=-2.

Poniendo Y (s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace obtenemos

2Y (5) = sy(0) = 4/ (0) + 5(sY (5) = y(0)) + 6Y (5) = —.
Entonces
, 1
(s*=bs+6)Y(s)+2 = p——
1 1
= Y(s) = (s—i—? _2> s2—55+6
1 2

(s+2)(s—2)(s—3) (s—2)(s—3)

Pero

1 1 ¢
E—l ( . ) (t) _ €2t % 63t _ / 62(15—1)) 631) dv
s—2 s5s—3 0

t t
— / e2t+v d’U — €2t / e”dv — e2t(et - 1)
0 0

3t 2t
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Ademas

1 1 !
-1 . — —2t 3t 2t —2(t—v) (3v _ 2v d
L (s+2 (s—2)(s—3)> e k(e —e”) /0 e (e e*’) dv

— /t (6—2t+5v . 6—2t+4v) dv
0

Por lo tanto

y(t) e ¢+ %6_% — 2e3 4 2%
I TR Lo
= 56 46 + 206 .

Ejercicio 7.4.11. Usando transformada de Laplace, encuentre la solucion de

y' =2y +5y=-8"", y(0)=2,y(0)=12.

7.5 Ecuaciones Integrales

Sean f(x), k(z) funciones dadas. La ecuacién

f(2) = o)+ / " k(e — ty(t)dt

donde y(z) es la funcién incégnita, se llama ecuacién integral.
Solucién.  Aplicando transformada de Laplace a ambos lados obtenemos

L(f(x))(s) = L(y(x))(s) + L{(k *y)(2))(s)
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Ejemplo 7.5.1. Resolvamos

3!
L(z)(s s 31 (2 +1 313
= L)) = l—ﬁgsel)lgx)))(s) - 41 N s4<5—5> PTRPT
1442
= y(x) = m3+%$5

7.6 Funcion de transferencia

Considere el problema de valores iniciales

y' +ay +by = f(t), y(0)=19(0)=0.

Este puede ser pensado como un sistema mecanico o eléctrico en reposo que es
excitado por una entrada f(t¢). Aplicando transformada de Laplace obtenemos

s2Y(s) + asY(s) + bY(s) = L(f(#))(s) = F(s)

y despejando

F(s)
La funcién P(s) = (s*+as+b)"! sellama funcién de transferencia del sistema.

En el dominio de las frecuencias el sistema puede ser descrito por el diagrama de la
Figura 7.2, donde el rectangulo representa la accién del sistema en reposo sobre la
entrada, lo que en términos de transformada de Laplace consiste en multiplicar por
la funcion de transferencia.

Aplicando transformada de Laplace inversa obtenemos

y(t) = LY (s))(t) = L7(P(s) F(s))(1),

y luego



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 235

F(s) Y(s)

Output

g) = 1
P(8) = et

Input

Figure 7.2: Diagrama del sistema en el dominio de las frecuencias

@ " y(t)
_— - g
Input p(t) = L7HPE)) ot output

Figure 7.3: Diagrama del sistema en el dominio del tiempo

donde p(t) = L7Y(P(s))(t) se llama la funcién peso del sistema, e y(t) se llama
respuesta de estado-cero. En el dominio del tiempo el sistema puede entonces ser
descrito por el diagrama de la Figura 7.3, donde el rectangulo representa la accion
del sistema en reposo sobre la entrada, lo que consiste en hacer convolucién con la
funcién peso.

Ejercicio 7.6.1. Demuestre que p(0) = 0 y que si los coeficientes a y b son positivos
se tiene

lim p(t) =0 vy Jim P (t)=0.

t—o0

Escribamos y(t) = p(t) * f(t) en su forma integral

y(t) = / p(r) f(t - 7)dr

Como 0 < 7 <t, laintegral puede ser interpretada diciendo que la entrada evaluada
en 7 unidades en el pasado, a saber f(t — ), es ponderada con el valor de la funcién
peso evaluada en el tiempo 7.

Para sistemas del mundo real los coeficientes a y b son positivos y la entrada f(t) es
una funcién acotada. El hecho que a y b sean positivos implica que la funcién peso
p(7) tiende a cero cuando 7 se aproxima a infinito. Luego existe T' > 0 tal que p(7)
es despreciable para 7 > T'. Entonces, para t > T, tenemos

y(t) = / p(r) f(t — ) dr + / p(r) £t - ) dr,

y el valor de la segunda integral se puede considerar despreciable. Una manera de
decir esto es que los valores de la entrada para mas de T unidades en el pasado tienen
muy poco efecto sobre la respuesta; es decir, para cualquier ¢, las contribuciones de
f(t — ) sobre la respuesta son despreciables para 7 > T
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Ejercicio 7.6.2. Demuestre que la solucion del problema de valores iniciales

y'+ay +by = f(t), y0) =y, ¥(0)=u,

y(t) = pt) x f(t) + (ayo + y1)p(t) + o' (1).

7.7 Impulso unitario
Dado un sistema mecanico o eléctrico, deseamos modelar una entrada de gran mag-

nitud que ocurre sobre un pequeno periodo de tiempo. Para describir este compor-
tamiento primero consideremos para cualquier nimero positivo ¢ la funcién

0 si t<0,
o.(t) = ¢ £+ si 0<t<e,
0 si t>e¢.

Ahora dado ty > 0, sea 0.(t —to) la funcién 0. (¢) trasladada ¢, unidades a la derecha:

0 sit<ty,
0.(t—to) = < T si to<t<ty+e,
0 si t>ty+e,

Usando la funcién escalén unitario se puede escribir de la forma
1
d-(t —ty) = B [u(t —to) — u(t —to—e)],

y su grafico es como el de la Figura 7.4.

Claramente, cuando ¢ se aproxima a cero, el impulso rectangular é.(t — o) es
cada vez mas alto y angosto y el limite no existe.

Aunque el limite lim,_,¢ d.(t —%p) no existe en el sentido usual, uno puede derivar
algunas interesante propiedades de la funcién. Primero, como 0.(t — ty) = 0 para
todo t fuera del intervalo ty <t <ty + ¢, se sigue que

9] to+¢€ 1
/ 5.t — to) dt = / “dt = 1. (7.2)
—00 to

Si 0.(t — to) es pensado como una fuerza, entonces 7.2 dice que el impulso total es
unitario.
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y = 0c(t —to)

0 to to+e

Figure 7.4: Gréfico de y = 6.(t — to)

Segundo, dada cualquier funcién continua f(t) definida en el intervalo —oo <
t < 00, tenemos

[e'e) to+e to+e
[5w4mmw=j gmwzél f(t)dt.

Recordemos que el teorema del valor medio para integrales establece

b
/ﬂwnww@wx

para algin 7 en el intervalo a <t < b. En consecuencia,

o 1
| at-t @i = s = fn), (7.3
para algin 7. en el intervalo top <t <tg+e.

Tercero, la representacion de d.(t —ty) en términos de la funcién escalén unitario
implica que para ty > 0

1 _ e—SE
- =g~ . 7.4
S S ¢ SE ( )

LEO(t—10))(s) = =

1 e—sto e—s(to—i-a)
3

Supongamos ahora que se permite aproximar € a cero en cada una de las propiedades
7.2,7.3y 7.4. Sid(t—ty) denota el resultado de hacer € tender a cero, entonces 7.2
implica

/OO S(t—to)dt = 1. (7.5)

En la propiedad 7.3, como 7. debe permanecer en el intervalo t, < t < ty + ¢,
tenemos lim, .o 7. = toy

/f&wmw@w:f%m (7.6)
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para cualquier funcién continua definida en el intervalo —oco < t < co. Realmente,
basta que f(t) sea continua solamente en alguna vecindad de ¢t = ¢y, y puede estar
definida como cero fuera de ese intervalo.

En la propiedad 7.4, que define la transformada de Laplace de 0.(t —tg), observe
que por la regla de 'Hopital

1 — e %¢ se”

lim ——— = lim = lim =1
e—0 SE e—0 S e—0 1
Por lo tanto,
L(6(t—1))(s) = e *™. (7.7)
De esta forma haciendo ty — 0 obtenemos
L((t)(s) = 1. (7.8)

Este resultado nos previene que §(t) no es una funcién bien comportada, ya que si
lo fuera, su transformada de Laplace seria una funcién que va a cero cuando s va
para infinito.

La “funcién” §(t) construida anteriormente se llama funcién impulso unitario
o funcién delta de Dirac. No es una funcién en el sentido tradicional pero es un
ejemplo de lo que se suele llamar una “funcion generalizada” o “distribucién” .

Ejemplo 7.7.1. Encuentre la respuesta al estado-cero para la ecuacion
y' —y = 46t—-1).

El lado derecho puede ser mirado como un impulso unitario aplicado en ¢ = 1. Si
Y (s) es la transformada de Laplace de y(t), entonces usando la férmula 7.7 tenemos

s2Y(s) — Y(s) = e *.

v = e o)

Por lo tanto,

52 —1

y luego
y(t) = [senh(t —DJu(t —1),

w = {0 si0<t<1,
Y= senh(t —1) si t>1.

La funcién impulso unitario es una herramienta ttil en el andlisis de sistemas
lineales. Recordemos que en nuestra discusion de la subseccion 7.6, donde fue estu-
diado el problema de respuesta de estado-cero

v 4+ ay + by = f(t), y(0) =0, y'(0) =0,
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t-dominio s-dominio

5(t)

Figure 7.5: Digrama del sistema en el dominio de las frecuencias y del tiempo

obtuvimos la relacién

F(s)

y i S A
(5) s2 4+ as + b

= P(s) F(s).
= (1), entonces F(s) = 1. Asi, sila solucion de la ecuacién diferencial con
d(t) es definida como respuesta al impulso, tenemos la siguiente definicién.

Si f(t)
ft) =

Definicién 7.7.2. La funcion transferencia P(s) es la transformada de Laplace de
la respuesta al impulso.

Recordemos también que la funcién peso p(t) fue definida por la relacién p(t) =
L7Y(P(s))(t) y la respuesta al estado-cero como

y(t) = L(Y(s)(t) = L (P(s) F(s))(t).
Pero si F'(s) = 1, entonces y(t) = p(t) y tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 7.7.3. La funcidn peso p(t) es la respuesta de estado-cero correspondiente
a la funcion entrada impulso unitario.

Usando la terminologia desarrollada en este parrafo, podemos decir que la funcién
peso es simplemente la respuesta al impulso. En el dominio del tiempo y en el
dominio de las frecuencias los diagramas del sistema son como los de la Figura 7.5.

7.8 L es inyectivo

En esta seccién presentaremos la demostracion del Teorema 7.1.21 que se refiere a la
inyectividad de la transformada de Laplace. El siguiente Lema, pieza fundamental
de nuestra prueba, que es consecuencia inmediata del Teorema de Aproximacion
polinomial de Weierstrass, no serd demostrado.

Lemma 7.8.1. Si g(t) es continua en el intervalo [0, 1] y para todo entero no
1

negativo n se tiene / u™ g(u)du = 0, entonces ¢(t) = 0 para todo t € [0, 1].
0
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Demostracién del Teorema 7.1.21. Sean f y g funciones continuas en [0, +00]
tales que L(f(t))(s) = L(g(t))(s) para todo s > so. Debemos demostrar que f(t) =
g(t) para todo t > 0.

Considerando la funcién h(t) = f(t) — g(t), tenemos que H(s) = L(h(t))(s) = 0
para todo s > sg. Luego, basta probar que h(t) = 0 para todo ¢ > 0.

En particular, para todo entero no negativo n se tiene

0= H(sop+n+1) = / e~ (Dt emsot ()t (7.9)
0
t
Sea v(t) = / e " "h(u)du. Por lo tanto, v es continua en [0, +oo[, v(0) =0y
0
lim v(t) = H(sg) =0.
t—+oo
Integrando (7.9) por partes obtenemos

R
0= H(so+n+1) = Rgr}rl [e"HDEY(RY + (n +1) / e~ Dby (1) dt]
e 0

lo que implica

/ e~y ()dt =0, Yn=0,1,---
0

Hagamos el cambio de variables u = e~. Por lo tanto, e V" = uln + 1),
t = —In(u) y dt = —Ldu. Entonces si ponemos g(u) = v(—1In(u)), tenemos

o 1 _1
0 = / e_(”H)tv(t)dt = / u"Mg(u) - —du,
0 0 u

que implica
1
[ argtde =0, vn=01,.
0
Lema anterior implica ¢g(t) = 0 para todo ¢t € [0, 1]. Pero g(t) = v(—1In(¢)), y
por lo tanto v(t) = 0 para todo t > 0.

¢
Tenemos entonces 0 = v(t) = / e *“h(u)du, y derivando h(t) = 0 para
0
todo t > 0.

7.9 Ejercicios resueltos

Ejercicio 7.9.1. Usando transformada de Laplace encuentre la solucién de la ecua-
cién
y' =2y +5y = =8 " y(0) =2 ¢(0) = 12.
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Solucién. Llamemos Y (s) = L(y(t))(s). Entonces

L)) = sY(s) = y(0) = s¥(s)
SN0 = Y- ) = Y2512y
L(=8¢)(s) = —8L()(s) = S+?1-

Luego aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos

-8
-2 Y(s) —2s—8 =
(s s+5)Y(s) —2s—38 ST1

lo que implica

252 + 10s
(s2—=2s+5)(s+1)
3(s—1)+2-4 1

(s—1)2+22  s+1

Y(s) =

Por lo tanto

L (3(s—1)+2-4 1
yt) = £ ((3—1)2—1—22 _s+1)(t)

17 (i) -

1)

= 3e'cos(2t) + defsen(2t) — e~ ".

Ejercicio 7.9.2. Usando transformada de Laplace encuentre la solucion de
y' +4y + 13y =2t +3e *cos(3t), y(0)=0, 3 (0)=—1.

Solucién. Sea Y(s) = L(y(t))(s). Al aplicar transformada de Laplace a nuestra
ecuacion obtenemos

2 3(s+2)

2y 1+ 4sY 13Y(s) = S S A
SY(s) + 14+4sY () +13Y () = S+ Fig

lo que implica

1 2 3(s+2)

Y(s) = — .
(s) F 145+ 13 (2 +4s+13) (2 1ds+ 13




242 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Tenemos
1 1 B 3

1
24+45+13  (s+2)2+9 3(s+2)2+9

y luego

£ (_—1> (t) = —%e_% sen(3t) .

s2+4s4+13

Ademas si ponemos

2 A B Cs+ D

22 145+13) s 2 F4ds113
As(s* +4s+13) + B(s* + 4s + 13) + (Cs + D)s?
s2(s? +4s + 13) ’

obtenemos
A="5 p-2 ¢c=-2 p-20
169’ 137 169 169
Entonces
2 _ 81,2 1 1 846
s2(s24+4s+13) 169 s 13 s2 169 s2+4s+13
_ 81,2 1.8 s42 10 3
160 s 13 2 169 (s+2)2+9 3-169 (s+2)2+9’
y
2 -8 2 8 10
£ t) = — + —t+——e " cos(3t) — ——= e *'sen(3t).
(32(32+4s+13))<) 60 T 13l TTe0 ¢ o) —ggre sen®h)
Finalmente, como
3(s+2) . 3d 1
(s24+4s+13)2  2ds \ s2+4s+13
B 1d 3
- 2ds \(s+2)2+9
obtenemos 35+ 2) .
_ s+ _
£ ((52 P 13)2) (t) = 5?56 * sen(3t) .
Por lo tanto
179, 8 o 1 o 2 8
y(t) = ~507 ¢ sen(3t) + 166 © cos(3t) + 2te sen(3t) + 13t 769

Ejercicio 7.9.3. a) Si y(t) es una solucion de la ecuacién de Bessel de orden p :

ty" (1) +ty'(t) + (2 — p?)y(t) = 0,
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muestre que la transformada de Laplace Y'(s) = L(y(t))(s) satisface
(14 8*)Y"(s) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) = 0.

b) Resolver esta tltima ecuacién para p = 0, expresandola en la forma

%[A(s)Y’(s) + B(s)Y(s)] = 0
para algiin A(s) v B(s).
Solucién, a) Tenemos
L(=p*y(t))(s) = —p*Y(s),
L(Eyt)(s) = Y"(s),
Lty )(s) = (LY ®))(s) = =55V (s) —y(0)) = =Y (s) = sY'(s),
L' (1))(s) = L(LW'[1))(s) = L(s2Y (s) — sy(0) — ¥/ (0))

= 2Y(s) +4sY'(s) + s*Y"(s).
Aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos
L{Ey"(1))(s) + L(ty ())(s) + L{Ey(t))(s) + L(=py(1))(s) = 0,
y reemplazando se tiene
2Y (s) + 4sY'(s) + s°Y"(s) = Y(s) — sY'(s) + Y"(s) — p*Y(s) = 0,
es decir
(14 8*)Y"(s) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) = 0.
b) Poniendo p = 0 obtenemos la ecuacién

(1+8*)Y"(s) +3sY'(s) +Y(s) = 0,

que podemos escribir de la forma

%[(1 +s)Y'(s) +sY(s)] = 0.

Integrando esta ultima ecuacion tenemos
(1+s3)Y'(s) +sY(s) = ¢,

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La correspondiente ecuacion
homogénea es

Y'(s) s

Y (s) 1+ 82
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que tiene solucién
c

V1+ s

Haciendo variar la constante ¢ = ¢(s) y reemplazando obtenemos

d(s) =

Yh(S) =

&1

V1+s?

lo que implica
(s) / ds
c(s) = | ——= + ¢
! V1+s? ?
= ln(s+V191+s?)+e.

Por lo tanto

In(s + V1 + s?) LG
V1+s? V1+s?

Ejercicio 7.9.4. Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacion

y' + 4y = f(t), y(0) = y(0) =0,

o - {0 054

Solucién. Primero observemos que

Y(s) = ¢

donde

F(t) = tH(t—3) = (t—3)H(t—3) + 3H(t—3),

donde
0 t<0
H{t) = { 1 t>0.
Entonces si Y(s) = L(y(t))(s), aplicando transformada de Laplace a la ecuacién
diferencial obtenemos 354 1
(s> +4)Y(s) = ° —e .
s
Esto implica
3s+1
Y L —3s
(5) s2(s? +4) <
y luego
3s+1
) = L7 =———e3) ().
w0 = £ (™) O
Escribiendo
3s+1 A B Cs+ D

Y

2(s2 +4) s * $2 * s2+4
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se obtiene
3 1 3 1
A=°" B =" = -, D= —-
4’ 4’ ¢ 4’
Asi
3s+1 31 11 3 s 1 1
s2(s2 +4) 45 48 4s2+4 45244
y
35+ 1 3 1 3 1
=L —— (1) = = -t - = 2t) — — sin(2t).
o) = £ (S0 ) 0 = o jr = §eostan) - sz
Por lo tanto
y(t) = g(t—3)H(t—3)
= (3 Xy - 2 esu—3) — Lein@e—2)) HiE-3)
= 4 4 4COS 8sm .

Ejercicio 7.9.5. Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacion
y' '+t —y =0, y0) =0, ¢0) =1
Solucidén. Sea Y(s) = L(y(t))(s). Entonces
Lty (t)(s) = ——LH1))(s) = ——[sY(s) —y(0)] = =Y (s) — sY(s)
Ly'W))(s) = sV (s) — sy(0) — y'(0) = s’V (s) — 1.
Luego, aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos
Y (s) — 1 — Y(s) — sY'(s) — Y(s) =0,

es decir la ecuacion lineal de primer orden
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Su solucién es

52
1 N c s

e _ — € 2
52 52

Finalmente como

1 52
lim L(y(t))(s) = 0 y lim ez = oo,
§—00 s—00 S
debemos tener ¢ = 0. Asi .
Y(S) = ? y
y por lo tanto
_ 1
v = e ()0 = ¢
Ejercicio 7.9.6. a) Demuestre que
d
% J()(LL’) = —Jl(l’).
b) Sabiendo que
1
L(Jp(x))(s) = —,
() =

usando transformada de Laplace demuestre que
(Jo* J1)(x) = Jo(z) — cos(x).

Solucién. a) Como

(5

oo _1)k

k=0
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d = (-1 r\2k-1 1
@ = > iz 2 (5) 2

—1)kt+1 N 2(k+1)—1
B ;(ziji)!m (5)

- kz_o (k;(J:B! k! (g)%ﬂ

b) Tenemos
£ T)@)(s) = s L))
Pero
Bo= =k = L)) = L)) — o)

= =+ 1.

Por lo tanto

L(o = W) =~ (1 - ﬁ)

1 S

lo que implica

(Jox J)(x) = cl( 321+ 1) (x) — £ (ﬁ) (2)




