Capitulo 8

Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden

En muchos problemas mecénicos, eléctricos, bioldgicos y de otras disciplinas, a-
parecen involucradas varias variables dependientes, cada una de las cuales es una
funciéon de una unica variable independiente ¢. A continuaciéon, como motivacion,
mostraremos algunos ejemplos sencillos.

8.1 Algunos ejemplos

Ejemplo 8.1.1. Considere el siguiente problema de mezcla. Dos tanques de 100
litros dispuestos como en la Figura 8.1, estan inicialmente llenos de agua pura. En
el instante ¢ = 0 se abren simultaneamente las tres llaves. Desde una fuente externa
y por la llave A, entra al tanque 1 agua que contiene sal con una concentracion de
1 gramo por litro a 1 litro por segundo. El agua fluye del tanque 1 al tanque 2 por
la llave B a 3 litros por segundo. En el tanque 2 el agua se evapora a una tasa de 1
litro por segundo y es bombeada de regreso al tanque 1 por la llave C' a 2 litros por
segundo. Determinemos las ecuaciones diferenciales que describen el proceso.

Sean z(t) y y(t) la cantidad de gramos de sal en el tanque 1 y en el tanque 2,
respectivamente, en el instante ¢. Primero observemos que el volumen en ambos
tanques es constante igual a 100 litros. La razén de entrada y de salida de solucién
del tanque 1 es

2 3
e(t) = 1+ﬁy(t), s1(t) = mx(t)v
y del tanque 2
3 2
aft) = salt), wlt) = —sylh).
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T T

Figure 8.1: Problema de dos tanques

Luego nuestras ecuaciones son

() = 1+ 5yt) — 155 (t)
(8.1)

Observe que, como los lados derechos de ambas ecuaciones en 8.1 dependen de las
dos funciones incognitas = e y, no podemos resolver este problema con las técnicas
usadas hasta ahora. Este es un ejemplo tipico de un sistema de ecuaciones lineales
de primer orden, que es el tema de este capitulo. Antes de empezar formalmente
mostraremos otros ejemplos donde aparecen estos sistemas.

Ejemplo 8.1.2. Hay dos masas en movimiento sobre una superficie libre de friccion
pero sobre cada una de ellas actian fuerzas externas Fi(t) y Fy(t) respectivamente;
hay tres resortes con constantes Ki, Ky y K3 respectivamente como lo muestra la
figura:

La ecuaciéon del movimiento viene dada por el sistema

dx

mld—tl = Kg(l‘g — I1> — K1$1 + Fl(t)
dx

mgd—; = KQ(ZEQ — l’l) — Kgl‘g + Fg(t) s

que se puede escribir de la forma

dx K+ K K. 1
o _ Mt B LR
dt mq mi my
d K Ky, — K 1
2 = ——2LL’1+MCL’2+—FQ@).

dt mo mo mo
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Ejemplo 8.1.3. En un pueblo del sur de Chile como lo hay muchos, en los cuales atin
no han llegado los hiper o mega mercados Juan tiene un Supermercado y Fernando
instala otro en la misma manzana. Juan y Fernando empiezan a preocuparse sobre el
efecto que cada supermercado tiene en el otro. Por un lado los supermercados juntos
pueden ayudar a atraer clientes pero por otra parte compiten entre si por el limitado
nimero de clientes. Discuten el tema hasta el cansancio y no llegan a conclusiones
que los convenzan, deciden en tal caso contratar al matematico Guido para dilucidar
el tema. Guido siguiendo su propia experiencia en el sentido de considerar modelos
los mas simples posible sugiere el siguiente sistema lineal homogéneo:

ot
il ax Yy
Z—i = cx+dt

z(t) = ganancia diaria de la tienda de Juan en el tiempo ¢,

y(t) = ganancia diaria de la tienda de Fernando en el tiempo ¢ .

Siz(t) > 0, la tienda de Juan gana dinero, pero si z(t) < 0 la tienda pierde, lo mismo
ocurre con y(t) y a, b, c,d son pardmetros. La razén de cambio de las ganancias de
Juan dependen linealmente de sus propias ganancias y de las de Fernando, lo mismo
ocurre con las ganancias de Fernando.

Podemos usar este modelo para predecir ganancias futuras siempre que conozcamos
los valores de los parametros a, b, ¢ y d. Respecto al significado de estos parametros
podriamos entender lo siguiente: a mide el efecto de las ganancias de Juan sobre la

. . x . . ‘
razén de cambio — de esa ganancia, tal que si a > 0 es porque Juan esta ganando

dinero, entonces x > 0 y por lo cual ax > 0, en este caso ax incide positivamente y
Juan hace méas dinero. Por otro lado ser lucrativo podria tener un efecto negativo
sobre las ganancias de Juan (por ejemplo, no hay suficientes cajas, el local estd lleno
y los clientes elegirian ir a otra parte) teniendo como resultado una disminucién de
las ganancias y bajo esta hipdtesis a seria negativo.

El pardametro b mide el efecto de las ganancias de Fernando sobre las ganancias de

Juan. Si b > 0 y Fernando tiene ganancias (y > 0), entonces las ganancias de Juan
x

también se benefician porque by contribuye positivamente a —. De otra manera,

si b < 0 entonces cuando Fernando obtiene utilidades (y > 0), Juan pierde, lo cual
podria interpretarse como la medida en que Fernando quita clientes a Juan.
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Similarmente, las ganancias de Juan y Fernando afectan la razén de cambio de las
ganancias de Fernando y los parametros c y d tienen interpretaciones similares. Este
modelo no considera otras variables, supone que sélo las ganancias de las dos tiendas
influyen en el cambio que experimentan.

A pesar de las limitaciones que impone estas hipdtesis tan simplificadas, el modelo
permite visualizar e interpretar de manera sencilla las soluciones.

Sia=d=0,b=1y c=1 el sistema es:
dx
dt

dy
dt

= —x

el cual tiene las soluciones x(t) = c; sent, y(t) = co cost. Si tomamos ¢; = ¢3 = 2
las graficas son:

Este modelo segiin se puede observar en el gréafico significa que las ganancias de
Juan y Fernando oscilan periédicamente entre ganar y perder dinero.

Sia=—-1,b=4,c= -3y d= —1, el sistema es

dx

> 4
7 T+ 4y
dy

U —3r—y

En este caso las ganancias de Juan tienen un efecto negativo sobre la propia variacion
de ganancia e influyendo negativamente el triple en la ganancia de Fernando. Sin
embargo la ganancia de Fernando incluye positivamente sobre la ganancia de Juan
pero negativamente sobre su propia ganancia. La situacién se puede visualizar en el
siguiente grafico:

8.2 Preliminares

La forma mas general de un sistema de ecuaciones de primer orden es el siguiente
/ —
Ty = fl(t7w17$27"' >$n)
/ —
Ly = f2(t7‘r17x27'” ,.’En)
(8.2)

I;L = fn<t7‘r17x27"'7xn>7
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donde se supone por lo menos que las funciones f;(t, x1, o, - ,2,), 1 =1,2,...,n,
son continuas en todas sus variables, en el subconjunto A del espacio t, x1,zo, -+ , 2,
donde estamos trabajando.

Para notar la similitud entre ecuaciones de primer orden y sistemas de ecuaciones
de primer orden, observe que si consideramos la funcién F' : A C R x R* — R"
definida por

F(t,z) = (fi(t,x),..., fo(t,x), x=(x1,29,- ,2),
entonces el sistema 8.2 se escribe en forma vectorial como
' =F(t,x), (8.3)

donde o’ = (x},... ).

Definicion 8.2.1. Una solucion del sistema 8.2 o de la ecuacion vectorial 8.3 con-
siste en una funcion diferenciable u : I — R™ definida sobre un intervalo abierto I
de la recta real, de la forma u(t) = (¢1(t), ..., dn(t)), tal que para todo t € I se tiene

a) (tut)) = (£, o1(t), ..., on(t)) €A,y
b) W(t) = F(t,u(t)), esdecir, ¢.(t) = fit,d1(t),...,on(t)) para todo i =
1 n.

g Ly oo vy

El correspondiente teorema de existencia y unicidad de soluciones es el siguiente.

Teorema 8.2.2. Suponga las funciones fi, fo, -, fn y Sus derivadas parciales de

primer orden
Of Of R Ofu Ofa O

Oxy Oxs’ 0z, ' Oxy Oxy ' Ox,’

son funciones continuas en un rectangulo abierto R del espacio de puntos (t,xy, T, . . .

Si (to, a1, a9, ...,a,) es un punto de R, entonces existe un intervalo |to+0,t9—4| con
d > 0 y una Unica solucion 1 = ¢1(t),...,x, = ¢n(t) del sistema 8.2 que satisface
las condiciones iniciales: ¢1(to) = ay, ..., on(to) = ay.

La demostracién de este teorema se puede construir generalizando los argumentos
que usan para la demostracién del teorema 2.4.1.

Observaciéon 8.2.3. Toda ecuacion de orden n
y(n) = f(t7 Y, y/a e ,y(n—l)) ) (84)
se puede escribir como un sistema de ecuaciones de primer orden.

En efecto, si ponemos

=Y, To=1y, ..., T, = y(”_l) , (8.5)



254 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

la ecuacién 8.4 es equivalente al sistema

% = 23 (8.6)
xl, = [ty 20, ..., x,) .

Que la ecuacién 8.4 sea equivalente al sistema 8.6 quiere decir lo siguiente: si y(t) es
solucién de 8.4, entonces u(t) = (z1(t), xa(t), ..., x,(t)) definida por 8.5 es solucién
del sistema 8.6; y reciprocamente, si u(t) = (z1(t),z2(t),...,z,(t)) es solucién del
sistema 8.6, entonces y(t) = x(¢) es solucién de 8.4.

En particular una ecuacién lineal de orden n

dny dn—ly dy B
Pl bﬁ)w +-- bn—1(t)E +ba(t)y = g(t), (8.7)
es equivalente al sistema
] =19
Th = 13
(8.8)

De esta forma todos los resultados que obtengamos para sistemas de ecuaciones de
primer orden tienen su equivalente, via 8.5, para ecuaciones de orden n.

8.3 Sistemas lineales

En el resto de este capitulo nos concentraremos en sistemas lineales, es decir en
sistemas de la forma

dl‘l
— = an(zy + a(t)zz + -+ awn(Ban + [i(1)
drs ()21 + an(t)zs + - + asn(t)wn + Folt)
— = aq x a x co T Qo \l) Ty
dt AT T ’ ’ (8.9)
dz,
— = (021 + ann(D)z2 + -+ @ (D70 + fult)
donde las funciones aij@) y fi(t), i, = 1,...,n son continuas en un cierto in-

tervalo abierto I del eje t. Si fi(t) es idénticamente cero en I para todo i =
1,...,n, el sistema 8.9 se llama homogéneo; en caso contrario, se dice que es
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no-homogéneo. Una solucion de 8.9 en [ es, claro esta, una funcién diferenciable
u(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)), donde z1(t), z2(t), . .., x,(t) satisfacen las ecuaciones
8.9 sobre ese intervalo.

Asi por ejemplo, es facil verificar que el sistema lineal homogéneo (con coeficientes
constantes)

dz 4

CCZ“ (8.10)
Y

2 _9

7 r+y

admite a
u(t) = (", e”), ya wvt)= (e, 2e"),

como soluciones sobre cualquier intervalo abierto.

Damos acontinuaciéon un breve esbozo de la teoria general de sistemas lineales de
la forma 8.9 que es muy similar a la de las ecuaciones lineales de segundo orden.
Comenzamos enunciando el correspondiente teorema de existencia y unicidad de
soluciones.

Sean entonces a;;, f; : I — R, 4,7 = 1,2,...,n, funciones continuas definidas en
un intervalo abierto I del eje t. Entonces el sistema 8.9 estd definido en el rec-
tangulo abierto R = I x R" y verifica las condiciones del Teorema 8.2.2, luego dado
(to,p1,P2,---,Pn) € R, existe un pequeno intervalo abierto J centrado en ¢y y una
tnica solucién u : J — R™ del sistema que verifica u(ty) = (p1,p2, ..., ps). Como el
sistema es lineal, tal como en el caso de ecuaciones lineales, se tiene que la solucion
u esta definida en todo el intervalo I. Mas precisamente

Teorema 8.3.1. Bajo las condiciones anteriores, dado (to,p1,pa,-..,pn) € I X
R™ existe una tnica solucion u : I — R™ del sistema 8.9 que verifica u(ty)
(plap27 s 7pn)

Observacién 8.3.2. Si consideramos las matrices

x1(t) an(t) ana(t) -+ aw(t) fi(t)
x(t) = xQ:(t) ,At) = am:(t) Cm:(t) a%;(t) y f(t) = fQFt) ;
ealt) G t) anlt) - ap(t) Fult)
el sistema 8.9 se puede escribir matricialmente de la forma
() = A@)z(t) + f(t), (8.11)

donde

' (t) =
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Ast u(t) = (z1(t), x2(t), ..., x,(t)) es solucién del sistema 8.9 si y sélo si la matriz

es solucién del sistema matricial 8.11.

8.3.1 Solucién general

Consideremos primero el sistema lineal homogéneo

dl’l
E = an(t)xl + a12(t>$2 + -+ aln(t)xn
W e + (a4 4 an)
— = a x1 +a To+ -+ ag(t)z,
o 21 1 22(1) T2 2 (8.12)
dz,
o = an1(8) 1 + apa(t)xe + -+ + app(t)x,
donde las funciones a;; : I — R, 4,7 = 1,2,...,n, son continuas en un intervalo

abierto I. Usando las notaciones de la Observacién 8.3.2, esto es lo mismo que
considerar la ecuacién matricial

Z(t) = A(t)x(t). (8.13)

Los siguientes resultados son similares a los que se obtienen para ecuaciones lineales
de segundo orden.

Teorema 8.3.3. Si u(t) es solucion de 8.12 y existe to € I tal que u(ty) =
(0,0,...,0), entonces u(t) = (0,0,...,0) para todo t € I.

Demostracién. Como la funcién v : I — R™ definida por v(t) = (0,0,...,0) para
todo t € I, es claramente solucion de 8.12 y coincide con u en el punto tg, el resultado
es consecuencia del Teorema 8.3.1.

Teorema 8.3.4. Consideremos dos soluciones uy(t) = (x1(t),z2(t),...,z,(t)) y
ug(t) = (y1(t),y2(t),...,yn(t)) del sistema 8.12. Entonces, para todo par de cons-
tantes reales ¢, d, la funcion u(t) = cui(t) + dus(t) es solucion de 8.12.

Demostracién. Usando la notacion matricial

x1(t) Y1 (t)

ul(t) _ xzz(t) ’ u2(t) _ y2:(t) 7

2a(t) (1)
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si u(t) = cui(t) + dus(t), tenemos

u'(t) = cul(t) + dusy(t) = cAlt)ui(t) + dA(t) us(t)
= A(t) (cur(t) + dusg(t)) = A(t)u(t).
Teorema 8.3.5. Suponga que el sistema 8.12 admite solucion compleja u(t) =
(x1(t) + wa(t), x2(t) + wal(t), ..., za(t) + wn(t)). Entonces la parte real ui(t) =
(22(8), 22(t), .., 2 (t)) y la parte imaginaria us(t) = (31(£), ya(t), . ... ym(t)) son

soluciones reales de 8.12.

Demostracion. Usemos la notacion matricial

z1(t) + (1) z1(t) Y1 (1)
ult) = (1) —lg—’zyz(t) _ 3325(25) o ygz(t) — () + vult).
T (t) + wn(t) Tn(t) Yn(t)

Como u(t) = uy(t) + wusy(t) es solucién del sistema tenemos
u'(t) = A u(t) = uj(t) + wus(t) = A(t) (ur(t) +rua(t)).

Como A(t) es una matriz con entradas reales, igualando partes reales y partes imag-
inarias se obtiene

uy(t) = At)ur(t) y up(t) = At)ua(t),
lo cual termina la demostracion.

A cada conjunto de n de funciones uq,us,...,u, : I — R™ que son soluciones del
sistema homogéneo 8.12 y a cada t € I, podemos asociar el determinante

r11(t) wi2(t) o 1a(t)

Igl(t> T29 (t) s T2 (t)
donde u;(t) = (x1;(t), z2;(t), ..., xni), i = 1,2, ..., n. Este determinante se denomina
wronskiano de las soluciones uq, us, . .., u, en t.
Recuerde que n funciones wuy,us,...,u, : I — R™ se dicen linealmente depen-
dientes en I, si existen constantes ¢y, g, . . . , ¢, N0 todas nulas, tales que ¢y uy () +
cous(t) + ... + cpu,(t) = 0 para todo t € I. Siesto no es cierto, se dice que
U1, U, . . ., U, son linealmente independientes en I.
Teorema 8.3.6. Sean uq,us,...,u, : I — R" soluciones de 8.12. Entonces uy,us,

..., Uy son linealmente independientes en I siy solo si el correspondiente wronskiano
W (t) es no nulo en todo punto de I.
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Demostraciéon. Supongamos que uq,us,...,u, : I — R"™ son soluciones lineal-
mente independientes de 8.12 y que existe o € I tal que W(ty) = 0. Entonces
existen constante ¢y, co, ..., C,, 10 todas nulas, tales que ciui(ty) + cous(ty) +

.+ cpun(ty) = (0,0,...,0). Como v(t) = crus(t) + coua(t) + ... + chun(t)
(Teorema 8.3.4) es también solucién de 8.12 y se verifica v(ty) = (0,0,...,0), ten-
emos que v(t) = (0,0,...,0) para todo t € I (Teorema 8.3.3). Esto contradice que
Uy, Uz, . . ., U, sean linealmente independientes. Luego W (t) # 0 para todo t € I.
Reciprocamente, es claro que si n soluciones uy, us, . .., u, de 8.12 son linealmente
dependientes en I, entonces el correspondiente wronskiano W (t) es nulo en todo
punto de I, lo que termina la demostracion.

Teorema 8.3.7. Sean uy, us, ..., u, : I — R"™ soluciones linealmente independientes
del sistema lineal homogéneo 8.12. Entonces toda solucion de 8.12 es combinacion
lineal de uy,us,...,u, con coeficientes en R.

Demostracién. Supongamos u;(t) = (z1;(t), xei(t),. .., Tni), para i = 1,2,... n.
Sea u : I — R" solucién cualquiera de 8.12. Fijado tg € I, sea (p1,p2,...,pn) =
u(tg). Como el wronskiano W (t) de las soluciones uy, us, ..., u, es no nulo en t,
existen constantes ¢y, co, ..., c, tales que

C1 .’13‘11<t0) + o $21<t0) + ... + an1<t0) = D1

C1 .Z’u(to) “+ o I22<t0) + ... + $n2<t0) = P2

C1 Jiln(t0> —+ Co I2n<t0) + ... + Inn(to) = DPn

Luego v(t) = crui(t) + coua(t) + ... + cpu,(t) es solucién de 8.12 que verifica
v(ty) = (p1,p2s---,Pn) = u(ty). Por lo tanto, u(t) = v(t) para todo t € I y u es
combinacion lineal de wuy, ug, . . ., Up.

Definicién 8.3.8. Sean uqy,us,...,u, : I — R"™ soluciones linealmente independi-
entes del sistema lineal homogéneo 8.12 y suponga u;(t) = (x1;(t), xe;(t), ..., Tpi),
para 1 =1,2,...,n. La matrizn X n

r11(t) Ti2(t) -0 w1a(2)

cuya i—esima columna estd formada por las componentes de la solucion u;(t), es
llamada matriz fundamental del sistema lineal homogéneo 8.12.

Observacion 8.3.9. Observe que el wronskiano W (t) de las soluciones uy, . .., u, es
el determinante de la matriz fundamental ®(¢) y que la solucién general del sistema
lineal homogéneo 8.12 es
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Observe ademas que se tiene
(1) = A(t) e(1),

por lo que la matriz fundamental ®(¢) es solucién de la ecuacién matricial
X'(t) = A(t) X (1),

donde X () es matriz n x n para cada t € 1.

Ejemplo 8.3.10. Para la ecuacién

dx 4
j’f (8.14)
Y
— =2z +
dt Y
verificamos que las funciones u(t) = (€3, ¢e3) y v(t) = (e*,2e*) son soluciones.
Como el correspondiente wronskiano
3t 2t
e’ e
W(t) = e3t 92t e e
es distinto de cero, la solucién general es
u(t) = (c1e® + cpe®, cre¥ + 2¢ye?),
o bien w
(e e 1
u(t) = (63t 9 €2t> <02) .
Considere ahora el sistema lineal no-homogéneo
dl’l
W = an(t):cl + alg(t)l'g + -+ aln(t):cn -+ f1<t)
dill'g
ar = ag1(t)w1 + aga(t)zo + - - + agn(t)z, + fo(t) (8.15)
dz,
e a1 (0)T1 + @pa(t)T2 + -+ + A (t) 20 + fult)
donde las funciones a;;(t) y fi(t), i =1,2,...,n son continuas en un cierto intervalo
abierto I del eje t. Tenemos entonces el siguiente resultado.
Teorema 8.3.11. Suponga que uy,us, ..., u, : I — R™ son soluciones linealmente

independientes del correspondiente sistema homogéneo 8.12, y que v : I — R™ es una
solucion del sistema no-homogéneo 8.15. Entonces para toda solucion w : I — R™
del sistema no-homogéneo 8.15, existen constante cy,ca, ..., ¢, tales que w(t) =
crur(t) + cous(t) + ... + cpu, + v(t) para todo t € I.
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Demostracién. Como w(t) — v(t) es solucién del sistema homogéneo 8.12; existen
constante ¢y, g, ..., ¢, tales que w(t) —v(t) = cru(t) + couz(t) + ... + chu,
para todo t € I (Teorema 8.3.7).

Si g, ua, ..., u, : I — R™ son soluciones linealmente independientes del sistema ho-
mogéneo 8.12, podemos encontrar una solucion particular del sistema no-homogéneo
8.15 usando el método de variacién de parametros. Este consiste en buscar una
solucion particular de la forma

v(t) = () ur(t) + ... + cn(t) uy(t),

o en forma matricial

c1(t)
o) = @) | |,
cn(t)
donde ®(t) es la correspondiente matriz fundamental. Entonces
210 ()
V() = D'(t) : + O(t) :

Por otra parte

fi(t) ci(t) fi(t)
Ao(t) + | 1 | = ABDe@) | [+ ]
fa(t) cn(t) Jn(t)
Como ®'(t) = A(t) ®(t), debemos tener la igualdad
ci(t) fi(t)
o) | =1 + |,
cn(t) fn(t)
lo que implica
ci(t) fi(t)
] =07 |
cn(t) fn(t)
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Ejemplo 8.3.12. Considere el sistema
dx
—=4drx—y—>5t + 2

dt (8.16)

dy_, 8¢ — 8
i rT+y + -

e3t 2t
(I)(t) = <€3t 2€2t)

es matriz fundamental para el correspondiente sistema homogéneo. Su matriz in-
versa es
(I)(t)_l B 1 262t _th B 26_3t —6_3t
e3t 2t _e3t 63t —6_2t 6—2t :
Por lo tanto

al)) (=5t + 2 B (12 — 18t)e™3
<c2(t)> = /q’(t) (815 s )= (Ci0 4+ 131)e )
(6t — 2)e™3
- (7 —426t) o2t |
Luego tenemos la solucién particular
B al)) (¥ e (6t — 2)e? [ =2
o0 = 00 (20)) = (G ) (Tomila) = (Gia)

Entonces la solucion general de nuestro sistema es

—2t—1 —14t+3
u(t) = (T + e + o th’T—i_

Tenemos que

+ ¥+ 2c5e*).

8.3.2 Caso homogéneo con coeficientes constantes

Ya estamos en disposicién de dar una solucién completa del sistema

dﬂ?l
— = Q11 T1+A12T2 + -+ A1y Ty
dt
d&?g
—— = Q21 %1 + Qo2 X + -+ Qop Ty
dt (8.17)
dz,
= Qn1T1+ Ap2T2+ -+ App Ty
dt
donde ay,as, ..., a, son constantes reales dadas. Veremos que en muchos casos las

soluciones de (8.17) son del tipo

u(t) = e (A, Ay, ... AL, (8.18)
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donde k, A1, Ay, ..., A, son constantes reales.
Sustituyendo (8.18) en (8.17) obtenemos

Al kekt = a1 Alekt + a2 Ag@kt + ... QA1n Anekt

A2 kekt = a1 Alekt + Q92 Agekt + ...a9, Anekt

An kekt = Qp1 Alekt + Qp2 A2ekt + ... Qpn Anekt

y dividiendo por ¥ resulta el sistema lineal algebraico

(all—k)A1+a12A2+...a1nAn 0

aglAl—I—(agg —k)A2+a2nAn =0
(8.19)

an1A1+an2A2+...(ann—k)An =0
en las incégnitas Ay, As, ..., A,. Es claro que (8.19) admite la solucién trivial A; =
Ay =---= A, =0, que produce en (8.18) la solucién nula o solucién trivial de (8.17).

Como queremos soluciones no triviales de (8.17) debemos imponer la condicién de
que el determinante del sistema sea nulo, es decir,

ap; — k @12 T Q1n
21 ap —k --- Q2n,
= 0.
Qn1 Ap2 s Qpp — k
Por lo tanto si
@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 ~--° dop
A= . . ;
An1 QAp2 *°  App
el nimero k debe un autovalor de la matriz A y el vector (Ay, As, ..., A,) debe ser

un vector propio de A asociado al autovalor k.

Ejemplo 8.3.13. En el caso del sistema

dx N
— = I y
B (8.20)
Wy
at ~ Y
la correspondiente matriz es
1 1
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Los autovalores son los A que verifican

1—A 1
= MN4+2A-6 = (A+3)(A-2) = 0.
4 =2-A
Luego los autovalores son A = —3 y A = 2. Para encontrar un vector propio
asociado a A = —3 debemos encontrar una solucién no trivial del correspondiente

sistema &.19:

(1—(=3) A1 +14;, = 0

8.21
4A1+(—2—(=3) A4, =0 ( )
que se reduce a la ecuacion
4 Al + AQ = 0.
Una solucién sencilla no trivial de este sistema es Ay = 1, Ay = —4. Luego u;(t) =

e 3t (1, —4) es solucién de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales.
Correspondiente al otro autovalor, A\ = 2, tenemos la ecuacién

(1-2)A; + Ay = —A; + Ay = 0,

la solucién no trivial A; =1, Ay = 1y la solucién us(t) = €' (1,1).
De esta forma la solucion general de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales es

u(t) = cui(t) + caus(t)
= (cl e 3t 4+ cpe?t —de et + 0262t) , 1,0 R, teR.

Lemma 8.3.14. Considere el sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes
8.17 y la correspondiente matriz A.

a) Si A es autovalor real de A y v es vector propio de A asociado a X\, entonces
u: R — R" definida por u(t) = e’ v es solucion del sistema 8.17.

b) SiA=a+18 cona,B €R, 5 #0, es valor propio de A y los vectores vy, vy
son vectores propios linealmente independientes de A asociado a A, entonces
uy,ug : R = R™ definidas por ui(t) = et (cos(Bt) vy — sen(Bt) vy y us(t) =
e (sen(Bt)vy + cos(Bt)ve son soluciones linealmente independientes del
sistema 8.17.

Demostracion. Sea L : R™ — R" la aplicacion lineal definida por
a1 a2 -0 Qin I
21 G2 -+ A2 T2

L(zy,x9,...,2,) = : _— : : ,

Apl Ap2 - Qpp T,
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entonces el sistema es equivalente a la ecuacién vectorial
&t = L(z), donde z = (x1,29,...,2,).
a) Como L(v) = \w, tenemos que

u'(t) = Neto = L(eMv) = L(u(t)).

b) Como

L(vy) = avy — B
L(Uz) = ﬁUl + Vg,

tenemos que

i (t) = ae* (cos(Bt)vy — sen(Bt)vy) + Be' (—sen(Bt)v, — cos(Bt)vy)
= ae® cos(Bt)vy — Be® cos(Bt) vy — Be* sen(Bt) vy — ae® sen(Bt) vy
= e*"[cos(Bt) L(vy) — sen(Bt) L(vy)]
= L(e®" (cos(Bt)vy — sen(Bt)vy)) = L(uy(t)).

Andlogamente se demuestra que uy(t) = L(ua(t)).

Ejemplo 8.3.15. Considere el sistema

dx . 5
dt (8.22)
dy _ 6
at ~ 00
La correspondiente matriz es
5 =3
6 —1

Los autovalores son los A que verifican

5—A -3
= XN -4 +13 = (V=22 +9 = 0.
6  —1-—2A

Luego los autovalores son A = 2 4 3.

Para calcular los vectores vy, = (A, B) y vo = (C, D) que generan el correspondiente
espacio propio, debemos resolver
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) s () 2 ()

que es equivalente al sistema

A+ C -
2A - B +
—-A+ C —
-B 4+ 2C —

I
o o o o

cuyas soluciones son

A=0, B=C = D.

Poniendo A=0y B = C' = D =1, obtenemos las soluciones

w(t) = & (005(325) G’) — sen (3t) ( ))
g (t) e (sen (3t) < ) + cos(3t) ( ))

u(t) = e* (—sen (3t),cos(3t) — sen (3t)),
us(t) = e* (cos(3t),sen (3t) + cos(3t).

es decir

Luego la solucién general es
u(t) = e* (—cisen (3t) + ¢y cos(3t), (c1 + ca) cos(3t) — (c1 — cz)sen (3t)).

Ejercicio 8.3.16. Encuentre la solucion general del sistema

@ 5 3y 4 etsen (31)
—_ = xr — € sen

dt Y

d

d—:g = 61 — y — €' cos(3t).

Observacién 8.3.17. Considere el sistema

fl—f = aqzr + by

(8.23)

% = axT + by
ap b

az by
A2 = m. En este caso obtenemos sélo una solucién de la forma

{m = Aem (8.24)

y = Be™

y suponga que los autovalores A\; y Ay de la matriz < ) son iguales, \; =
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y debemos buscar una segunda solucion de la forma
x = (A + Agt)e™ |y = (By + Bat)e™. (8.25)

De esta manera la solucién general es

{x = c1Ae™ + cy( Ay + Agt)e™ (8.26)

y = c1Be™ + ¢y( By + Bot)e™

Las constantes Ay, Ay, By y By se hallan sustituyendo (8.25) en el sistema (8.23).

La unca excepcién a esta afirmacién ocurre cuando a; = by = a y as = by =0, de
modo que la ecuacién auxiliar es m? —2am +a? = 0, m = a, y las constantes Ay B
en (8.24) quedan libres. En tal situacién, la solucién general de (8.23) es obviamente

x = ce™
y = cae™,
y se dice que el sistema esta desacoplado (ya que cada ecuacién puede resolverse

independientemente una de la otra).

Ejemplo 8.3.18. Considere el sistema

d_x =3z — vy
C‘Z (8.27)
" + Sy
La correspondiente matriz es
3 -1
1 5

Los autovalores son los A que verifican

3-A  —1
= AN +8A+16 = (A—4)* = 0.
1 5-X

Luego el tnico autovalor es A = 4.
Para encontrar un vector propio asociado al autovalor A = 4 debemos resolver el
sistema

3A, — Ay, = 4 A

Al + 5A, = 4A,
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que se reduce a
A1 + A2 - 0

Por lo tanto tenemos la soluciéon

u(t) = e (1,-1).

Como no hay més autovalores, buscamos otra solucion us(t) linealmente indepen-
diente con uy(t) de la forma

us(t) = (z(t),yt)) = e* (A + Ayt, By + Byt).

Entonces
Ué(t) = €4t (4141 —|—A2 +4A2t,4Bl + BQ +4B2t) y

—3xz(t) — ylt) = e (3A, — By, + (34 — By)t),
z(t) + 5y(t) = (A + 5B; + (Ay + 5By)t).

Por lo tanto debemos tener

4A+Ay+4 At = 3A; — By + (3Ay — By)t,
4B+ By+4Byt = A + 5By + (A2 + 5By)t,

que es equivalente a

A+ A+ By + (A2 +By)t = 0,
—A—B1+By — (A2 + By)t = 0.

Luego
BQI—AQ, Blz—Al—AQ.

Elijiendo A; =0, Ay =1, By = By = 1, obtenemos
us(t) = e (t,—1—1).
Asi la solucién general es
u(t) = ciur(t) + cous(t) = e (e + cot,—c1 — (1 +1)).
Ejercicio 8.3.19. Encuentre la solucion general del sistema
dx

— =31z —y + &%
dt (8.28)

dy
— =a + 5y +t —
dt 4





